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Zusammenfassung: Mit Hilfe von Relaxationsmethoden kénnen Restspannungen erhalten werden, indem ein
progressiver Schnitt oder ein Loch in eine Probe eingebracht und die dadurch entstehenden Dehnungen oder
Verschiebungen gemessen und berechnet werden. Wenn der Schnitt als kontrollierter risséhnlicher Defekt betrachtet
werden kann, kénnen die entspannten Dehnungen durch Ausnutzung des Uberlagerungsprinzips von Bueckner
durch ein gewichtetes Integral der durch den Schnitt freigesetzten Restspannung modelliert werden. Um
Restspannungen zu bewerten, muss eine Integralgleichung gelést werden. Aus praktischer Sicht basiert die Lésung
normalerweise auf einer Diskretisierungstechnik, die die Integralgleichung in ein lineares System algebraischer
Gleichungen umwandelt, deren Losungen zumindest aus rechnerischer Sicht leicht zu erhalten sind. Das lineare
System ist jedoch oft erheblich schlecht konditioniert. In diesem Artikel wird gezeigt, dass seine schlechte
Konditionierung tatsachlich eine Folge einer viel tieferen Eigenschaft der zugrunde liegenden Integralgleichung ist,
die sich auch in der diskretisierten Umgebung widerspiegelt. Tatsachlich ist das ursprungliche Problem schlecht
gestellt. Die Unstetigkeit ist alles andere als eine mathematische Sophisterei; tatsachlich beeinflusst es auch die
Eigenschaften des diskretisierten Systems erheblich. Insbesondere fuhrt es zum sogenannten Bias-Varianz-
Kompromiss, einer Eigenschaft, die viele experimentelle Verfahren betrifft, bei denen der Analytiker gezwungen ist,
einen gewissen Bias einzufihren, um eine Lésung zu erhalten, die nicht von Messrauschen tberlagert wird. Sofern
er nicht durch solide und vernunftige physikalische Annahmen Uber einige Eigenschaften der Losung gestiitzt wird,
ist der eingefiihrte Bias wiederum potenziell unendlich und beeintréchtigt jede Technik zur Quantifizierung von
Unsicherheiten. Zur Unterstiitzung dieser Themen wird ein veranschaulichendes Zahlenbeispiel unter Verwendung
der Rissnachgiebigkeitsmethode (auch als Schlitzmethode bekannt) vorgestellt. Die Verfligbarkeit der
Geuwichtsfunktion der linearen elastischen Bruchmechanik fur das Problem ermdéglicht eine vollstandig analytische

Formulierung der urspriinglichen Integralgleichung, mit der ein Bias aufgrund der numerischen Approximation des physikalisch

Schlusselwdrter: Reststress; Entspannungsmethoden; schlechte Pose; schlechte Konditionierung; inverse Probleme

1. Einleitung

Bei der Messung von Spannungen, die durch duBere Lasten auf ein Bauteil erzeugt werden, steht
selten eine Methode zur direkten Messung der Spannungen zur Verfugung. Viel haufiger wird eine
indirekte Messung durchgefiihrt, beispielsweise durch Aufzeichnen der Verformungsfelder, die durch
die Anwendung der &uf3eren Lasten in Bezug auf eine Konfiguration erzeugt werden, bei der (manchmal
implizit) angenommen wird, dass sie nicht vorhanden sind [1]. Dehnungsmessstreifen messen
beispielsweise Verformungen , die auf den Moment des Aufklebens bezogen sind; bertihrungslose
Methoden wie die digitale Bildkorrelation (DIC) [2—6] oder die elektronische Speckle-Muster-
Interferometrie (ESPI) [7-9] messen Anderungen in den Verschiebungsfeldern durch Vergleich eines
Anfangs- und eines Endzustands . Konstitutive Modelle des Materials — normalerweise elastisch —
werden dann verwendet, um die Spannungen zu rekonstruieren. Im Falle von Eigenspannungen, die in
Abwesenheit &uRerer Lasten wirken und in erster Linie entstehen, um die Vertraglichkeit der wahrend
des Produktionsprozesses entstehenden Verschiebungsfelder wiederherzustellen , fehlt gerade ein
ungespannter Referenzzustand. Und genau in diesem Fehlen liegt die grundsétzliche Schwierigkeit bei der Mess

Beugungsmethoden [11] befassen sich mit diesem Problem, indem sie den absoluten
Abstand der Kristallgitterebenen messen und ihn mit einem Referenzwert vergleichen, der fir
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das spezifische Material mit geeigneten Techniken. Dieser Prozess liefert die durch die Spannungen
verursachte Verformung, die dann ihre Berechnung mit geeigneten konstitutiven Modellen ermdglicht.
Relaxationsverfahren hingegen erzeugen physikalisch einen spannungsfreien Zustand, indem sie einen
Teil des Bauteilbereichs entfernen oder abtrennen [12—-19]. Diese Aktion setzt bestimmte
Spannungskomponenten auf Null, was zu messbaren Verformungen fuhrt, die mit den zuvor wirkenden
Restspannungswerten korreliert werden kdnnen. Mit anderen Worten wird der Prozess, der normalerweise
fur durch aul3ere Lasten verursachte Spannungen verwendet wird, metaphorisch umgekehrt durchgefiihrt,
wobei die Verformung gemessen wird, die durch das Entfernen der zu messenden Spannungen entsteht.

Aus technologischen Griinden ist es oft nicht moglich, auf das gesamte Verformungsfeld zuzugreifen,
was eine punktweise Bestimmung der vollstidndigen Spannungsfelder ermdglichen wirde. Stattdessen
sind nur Messungen bestimmter Verformungskomponenten innerhalb eines Teilbereichs der analysierten
Probe wahrend des Schneid- oder Abtragungsprozesses verfligbar. Bei der Verwendung von
Dehnungsmessstreifen liefert jedes Raster eine annahernd punktweise Messung einer einzelnen
Verformungskomponente . Bei Vollfeldtechniken wird bestenfalls die Verformung der &u3eren Oberflachen
des Bauteils gemessen, wobei die raumliche Auflésung begrenzt ist und vom jeweiligen Messinstrument
abhéangt.

Dank des Uberlagerungsprinzips von Bueckner [20] ist es dennoch méglich, die Spannungen zu
rekonstruieren, indem man wie folgt vorgeht. Man geht davon aus, dass die zu messenden
Restspannungen zum Bereich einer geeigneten Funktionsbasis [21] gehdren (oft stiickweise konstante
Funktionen oder Polynome). Dann wird die Linearitat des elastischen Problems ausgenutzt, um die
Verformungshistorien zu erzeugen, die der gewahlten Spannungsbasis entsprechen. Schlief3lich wird
diese lineare Beziehung invertiert, um die erforderlichen Spannungen aus den gemessenen Verformungen zu ert

Die Tatsache, dass durch Relaxationsmethoden hervorgerufene Verformungen durch die
Summierung der einzelnen Beitrdge jedes punktweisen Wertes des Spannungsfelds berechnet werden
kdnnen, wird im Allgemeinen durch eine Integralgleichung dargestellt, deren typische Form die folgende ist:

H
yiy= A 2)¥@)dz 1)

wobei h die geometrischen Eigenschaften der Doméanentrennung (wie etwa die Lange eines Schnitts)
charakterisiert, wahrend z als rAumliche Koordinate in der Probe fungiert. Tatsachlich besagt Gleichung
(1) , dass bei einer gegebenen Schnittlange h die erzeugten Verformungen eine gewichtete Summe —

mit Gewichten bezeichnet als A(h, z) — der durch den Schnitt gelockerten Restspannungen sind, da die
Bauteilnachgiebigkeit Punkt fir Punkt von der Stelle abh&ngt, an der die Spannungen entfernt werden
[17,22-24]. A(h, z) wird Ublicherweise als Einflussfunktion, Kalibrierungsfunktion oder Kernel des
Problems bezeichnet ; in einer diskreten Umgebung wird es zu dem, was allgemein als
Kalibrierungsmatrix des Problems bezeichnet wird . Natirlich hangt die tatséchliche Form von Gleichung
(1) vom spezifischen Problem ab, obwohl diese mathematische Struktur im Allgemeinen beibehalten wird.

Wie aus der Literatur Uber Eigenspannungen bekannt ist, ist die Ermittlung von Spannungen aus
Verformungen nach Gleichung (1) ein Problem, das die Genauigkeit der verwendeten Messinstrumente
erheblich in Frage stellt, da die resultierende Berechnung oft extrem empfindlich auf Eingabefehler
reagiert [25]. Formal wirde man sagen, dass das Problem sehr schlecht konditioniert ist.

Die Autoren wiesen in [26,27] darauf hin , dass die Unstetigkeit des Problems eigentlich nur ein Symptom
einer anderen (und wohl wichtigeren) mathematischen Eigenschatft ist , die als Unstetigkeit bezeichnet wird und
die aus der mathematischen Literatur bekanntermaf3en Gleichung (1) betrifft. Ihr Hauptmerkmal besteht in einem
Mangel an Kontinuitéat der Losung ausgehend von den Ausgangsdaten, was aus praktischer Sicht zu Lésungen
mit potenziell unendlichen Fehlern fihrt, die von Messinstrumenten mit endlichen Konfidenzintervallen erhalten
werden.

In den friheren Arbeiten der Autoren [28—31] konzentrierte sich die Diskussion auf die Bohrlochmethode ,
bei der die Gleichung genau mit Gleichung (1) Gbereinstimmt. In diesem Beitrag wird gezeigt, dass eine wichtige
Klasse von Eigenspannungsmessverfahren, die aus der Bruchmechanik entlehnt sind und unter dem Namen
Rissnachgiebigkeitsmethoden laufen, unter denselben Effekten leidet, obwohl die Gleichung, auf der sie basieren,
leicht von Gleichung (1) abzuweichen scheint. In dieser Hinsicht zielt die Arbeit darauf ab, das Verstéandnis der
mathematischen Grundlagen zu verbessern, auf denen die Methode basiert.
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Die Arbeit ist wie folgt gegliedert: « In
Abschnitt 2 werden Rissnachgiebigkeitsmethoden und ihre grundlegenden Gleichungen vorgestelit.
Dabei wird auf einige grundlegende Konzepte der Bruchmechanik zuriickgegriffen, um so zur
Gleichung des Problems beziiglich der Rekonstruktion von Eigenspannungen zu gelangen.
In Abschnitt 3 werden die erhaltenen Gleichungen verwendet, um einige numerische Experimente durchzufuhren,
die die besonderen Merkmale der Fehlstellung aufdecken.

In Abschnitt 4 werden die praktischen Konsequenzen fur den Analytiker erortert, der bei einer
Eigenspannungsmessung mit ungiinstigen Situationen umgehen muss .

2. Theoretischer Hintergrund
2.1. Rissnachgiebigkeitsmethoden

Eine der intuitivsten Mdglichkeiten, einen Teil einer Komponente fiir eine Eigenspannungsanalyse
mechanisch abzutrennen, ist wohl die Einfiihrung eines Schnitts, der zwei neue Oberflachen erzeugt,
auf denen der Zugvektor zwangsweise Null ist. Die entsprechende Eigenspannungsmesstechnik wurde
ursprunglich als Rissnachgiebigkeitsmethode [16] bezeichnet und wurde erst in den darauffolgenden
Jahren als Schlitzmethode [32] bekannt. Wenn die Linearitét des Problems gilt, gilt auch das
Uberlagerungsprinzip von Bueckner [20] , sodass die durch den Schnitt erzeugten Verformungsfelder
denen entsprechen, die durch die Anwendung von Zugkraften mit entgegengesetztem Vorzeichen zu
den urspriinglich auf die erzeugten Oberflachen wirkenden erzeugt werden (Abbildung 1).

w

(B)

Abbildung 1. Eine klassische Anwendung des Uberlagerungsprinzips von Bueckner. In eine Probe wird in einem Bereich, in dem Zugeigenspannungen
vorhanden sind, ein Schnitt eingebracht. Diese Aktion erzeugt Verschiebungsfelder , die denen entsprechen, die mit dem in der Abbildung

dargestellten einfachen elastischen Randproblem erhalten werden , wobei die angewendeten Zugkréfte einfach das Vorzeichen umgekehrt haben.

(a): Benennung der geometrischen Variablen: Risslénge a, raumliche Koordinate x und Probenbreite W. (b): Aquivalentes Randwertproblem,

farbcodiert nach der GréR3e der Verschiebungen entlang der Normalen der Rissflache. Zugkrafte werden als rote Pfeile dargestellt.

Dank der breiten Verfiigbarkeit von Finite-Elemente-Analysen (FE) hat sich der Stand der Technik
fur Relaxationsmethoden dahingehend entwickelt, dass die Kalibrierungsmatrix des Problems direkt in
diskreter Form durch numerische Simulationen generiert wird — wie in Abbildung 2 —, obwohl diese
Entwicklung manchmal dazu gefiihrt haben mag, dass die urspriingliche mathematische Natur des
Problems tibersehen wurde. Aufgrund ihrer hohen Genauigkeit werden Dehnungsmessstreifen
normalerweise auf der Vorder- oder Riickseite angebracht, um Dehnungen an der Probenoberflache
aufzuzeichnen, anstatt Verschiebungsmessgerate zu verwenden . Unabhéngig davon, ob tatsachlich
Verschiebungs- oder Dehnungsmessungen durchgefiihrt werden, wird ein lineares System erhalten. Wie in [26,27]
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eine diskrete Realisierung einer Integralgleichung wie Gleichung (1), die dann alle ihre grundlegenden Probleme
behalt.

Bevor FE-Analysen zum Standard fur die Konstruktion von Kalibrierungsmatrizen wurden, hatten
Rissnachgiebigkeitsmethoden den groRRen Vorteil, dass sie die Verwendung theoretischer Ergebnisse aus der
Bruchmechanik zur Formulierung der Lésungsgleichungen des Problems ermdglichten [33,34]. Tatsachlich
gehoren die Lésungsfelder, die einem ebenen Riss in einem halbunendlichen oder rechteckigen Bereich
entsprechen, zu den haufigsten Ergebnissen der Bruchmechanik [35], mit denen eine Gleichung wie Gleichung
(1) erhalten werden kann, ohne auf numerische Berechnungen zurtickgreifen zu missen.

Beispielsweise ist fiir eine gegebene Rissflachennormaltraktion y(x) der Spannungsintensitatsfaktor
(SIF) fur ein 2D-Randwertproblem, das einen Riss der Léange a enthalt, kann durch die folgende Gleichung
berechnet werden [35]:

A

Ki(a) = ~ h@ %) 99 dx @

wobei h(a, x) eine Gewichtsfunktion (WF) ist, die nachweislich nur von der Geometrie des gerissenen Korpers
abhangt. Wie Rice [36] gezeigt hat, kann h(a, x) effektiv wie folgt berechnet werden, wenn Kl(a) und die
Rissflachenverschiebung v(a , x ) — gemessen von der unverformten Rissoberflache — fir eine gegebene Mode I-
Belastung bekannt sind

X hea, x)= & V@ &)

Kl(a) ya

Exmen e s daran, dass € héngt davon ab, ob ebene Spannungs- oder ebene Dehnungsbedingungen angenommen werden.
Da h(a, x) fur viele 2D- Geometrien leicht verfugbar ist — im schlimmsten Fall durch eine Reihenentwicklung
—, kann man die Gleichungen (2) und (3) verwenden, um die Beziehung zwischen den gewiinschten
Restspannungen und anderen messbaren Gré3en aufzuschreiben . Wenn beispielsweise nach und nach ein
langerer Riss eingefiihrt wird, kann man die SIF mit einer beliebigen Technik (wie der photoelastischen Methode
[33]) messen und sie mit y(x) Uber Gleichung (2) korrelieren , die selbst eine sehr ahnliche mathematische
Struktur wie Gleichung (1) hat . Tatsé&chlich sind sie beide Integralgleichungen erster Art nach Volterra [37].

Alternativ kann man die Riss6ffnungsverschiebung (CMOD) 2v(a, 0) messen und sie mit den
Restspannungen korrelieren, indem man wie folgt vorgeht. Aus Gleichung (3) erhalt man

A

) 1
v(a, 0) y vO(a) = 5, NS 0Kis) ds (@)

Durch Einsetzen von KI(s) aus Gleichung (2) und Umstellen:

1 A S
vo@) = — s 0 h(s, 1) y(t) dt ds ®)
Y o 0
1 A S
vO(a) = = h(s, 0) h(s, ) (t) dt ds 6)
0 0
Dann kann man definieren
y(a, x) ¥ h(a, 0) h(a, x) (7)
und schreibe 1 A s
vO(a) = = y(s, 1) y(t) dt ds ®)
0 0

Dies ist eine weitere Integralgleichung, die y(x) und die messbare GroRRe vO(a) in Beziehung setzt, wenn auch
etwas komplexer als Gleichung (2). Die Kernelfunktion y(a, x) hat Einheiten von 1/Lange und behélt einige
Eigenschaften von Gewichtsfunktionen bei, darunter eine integrierbare Singularitat
bei x = a.

Gleichung (8) erfordert keine FE-Analysen zur Ermittlung der Eigenspannungen — da y(a, x) in der
Regel verfiigbar ist — und ist von groRer praktischer Bedeutung, da Rissoffnungsverschiebungen
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Messgeréte sind in Laboratorien, in denen Bruchmechanik -Experimente durchgefiihrt werden, weit verbreitet. Trotz der
offensichtlichen Unterschiede zu Gleichung (1) und ihrer vollstandig analytischen Formulierung zeigt der nachste Abschnitt,

dass dieses Problem immer noch schlecht gestellt ist.

1234 1234 1234 1234

v0 v0 vO v0

FEF

Abbildung 2. Standardverfahren zum Erstellen der Kalibrierungsmatrix in einer diskretisierten Version von Gleichung (1). Fir jedes Element der
gewahlten Spannungsbasis — die in diesem Fall den Satz stiickweise konstanter Spannungsverteilungen umfasst — werden die entsprechenden
Verschiebungen oder Dehnungen, die aus einem hypothetischen Durchlauf desselben Messvorgangs resultieren, simuliert und als Spalten der
Kalibrierungsmatrix aufgezeichnet. AnschlieBend kénnen unter Ausnutzung des Uberlagerungsprinzips der linearen Elastizitét die Verschiebungen/
Dehnungen, die jedem Element des gewahlten Spannungsraums entsprechen, durch eine lineare Kombination der Spalten der Kalibrierungsmatrix

simuliert werden. Jedes Element der Spannungsbasis ist

mit einer anderen Farbe dargestellt.

2.2. Schlechte Pose

Eine besondere Eigenschaft von Gleichung (8) besteht darin, dass sie als Tiefpassfilter fir Schwingungen von
V(x) entlang ihrer Definitionsebene fungiert. Dies ist auch aus physikalischer Sicht intuitiv.
Der CMOD-Wert wird durch kurzzeitige Schwankungen der auf die Rissflachen ausgelibten Spannungen nur minimal
beeinflusst, da das Saint-Venant-Prinzip [38] sicherstellt, dass Randbedingungen mit den gleichen resultierenden
Einwirkungen auf einer gegebenen Dimensionsskala Deformationsfelder erzeugen, deren Unterschiede auf einen
vergleichbar grofRen Bereich beschrénkt sind. Folglich beeinflussen Zugkréfte mit stark oszillierendem Verhalten den
CMOD hauptséachlich durch ihre tber langere Dimensionsskalen gemittelten Werte, ohne dass lokal
selbstausgleichende Spitzen das Ergebnis beeinflussen.

Diese intuitive Aussage hat auch eine formale mathematische Erklarung. Die Riemann-

Das Lebesgue-Lemma (siehe [39]) stellt sicher, dass, wenn y(a, x) auf seiner Definitionsmenge integrierbar ist, dann

A

lim §(a, 1) sin (N) dt = 0
Nyy 0

©)

ya y [0, amax]

In &hnlicher Weise kann durch Anwendung des Lebesgue'schen Satzes der dominierten Konvergenz [40] eine weitere

Es kann gezeigt werden, dass die Integration einer Verschwindefunktion fir N ¥ ¥ gegen Null konvergiert, so dass

A S

lim §(s, 1) sin (Nt) dt ds = lim VN(a, 0)
0o o Ny

Ny (10)

yay [0, amax]

Dieses scheinbar abstrakte mathematische Merkmal hat enorme praktische Auswirkungen. Fur jede positive
reelle Zahl k kénnen wir durch Wahl eines ausreichend groRen N eine Restspannung (a, 0) auf dem gemessenen
y- Verteilung y (x) = k sin (Nx) , das einen beliebig geringen (aber nicht Null-) Effekt hat v Y cmoD
erzeugen. Aufgrund der Problemlinearitat bedeutet dies, dass die gemessenen Proben (a, 0) eine andere Lésung
v gestort werden kann, die sich von der wahren Lésung um k y erhalten, die durch eine beliebig niedrige GroRe
sin (Nx) unterscheidet , die wiederum durch die anféangliche Wahl von k beliebig hoch gemacht werden kann.

Der resultierende Effekt ist eine unendliche Empfindlichkeit gegeniiber den Eingangsfehlern: durch beliebig kleine

Messstorungen kann der Losungsfehler nicht durch irgendeine
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Ungleichheit. Ein mathematisches Problem, das diesen Effekt zeigt, wird als schlecht gestelltes Problem
bezeichnet. Wie in Abschnitt 3 erlautert, wird das Problem in unendlichdimensionalen Funktionsraumen
jedoch selten analytisch gelost, da das Ubliche Lésungsverfahren eine Diskretisierungsphase umfasst , auf
die dann numerische Berechnungen folgen.

¥ :
AT i

\ \ []
\\ \ b .
AYAY
Ay \ \'_t
AN
\\ \
\g -
N
\\\ ~ o
\\ ~
~ ~
\\ ~ . H
b St Losungsfehler
~ " - ~ —~ - £ _
— Verfeinerung des Diskretisierungsschemas +

Abbildung 3. Bildliche Darstellung des Bias-Varianz-Kompromisses, mit dem der Restspannungsanalytiker bei
der Wahl des Diskretisierungsschemas typischerweise konfrontiert ist. Mit zunehmender Anzahl der in der Basis,
die die Spannungen umfasst, zulassigen Freiheitsgrade nimmt die Varianz der Lésung (hellgriine Kurve) in Bezug
auf die Empfindlichkeit gegeniiber Messfehlern zu. In einem Versuch, diese Empfindlichkeit durch Begrenzung

der Freiheitsgrade zu verringern, wird ein Bias (blaue Kurve) in die Lésung eingefiihrt. Wenn sowohl die Varianz
als auch der Bias beobachtbar waren, kénnte das Diskretisierungsschema gewahlt werden, das die ,beste* Lésung
erzeugt (d. h. das Minimum der turkisfarbenen Kurve); der Bias ist jedoch nicht direkt beobachtbar.

Durch die Erfassung einer endlichen Anzahl von Messpunkten und die Darstellung der Lésung mit
einer endlichen Anzahl von Koordinaten wird nur eine endlichdimensionale Annaherung an das urspriingliche
Problem geldst. Bei diesem neuen Problem kann die Fehlerempfindlichkeit nicht unendlich sein — die
Dimensionsskala der in der Losung zulassigen Schwingungen kann nicht unbegrenzt abnehmen —, sie kann
jedoch hoch genug sein, um die Genauigkeit der verwendeten Messinstrumente auf die Probe zu stellen.

In diesem Fall spricht man von einem schlecht konditionierten Problem, das lediglich eine Folge der
Diskretisierung eines schlecht gestellten Problems ist.

Das auffalligste Merkmal eines schlecht gestellten Problems ist jedoch der unterschiedliche Grad der
Fehlkonditionierung, der davon abhéngt, wie sehr das diskretisierte Problem dem urspriinglichen Problem
ahnelt. Je mehr dies der Fall ist, desto starker ist das resultierende Problem fehlkonditioniert. Um die
Fehlkonditionierung zu z&hmen, ist es verlockend, eine grobere Diskretisierung mit nur wenigen
Freiheitsgraden zu wéhlen , was jedoch zur Lésung eines verzerrten Problems fihrt. Schlie3lich wird ein
sogenannter Bias- Varianz-Kompromiss definiert, der in Abbildung 3 dargestellt und in Abschnitt 4 anhand
des vorgeschlagenen numerischen Experiments erortert wird .
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3. Numerische Untersuchungen

Um die theoretische Diskussion mit einem praktischen Zahlenbeispiel zu verbinden,
wird folgende Verteilung der Zugeigenspannungen in einer langen Platte mit der Breite
W wie in Abbildung 1 dargestellt:

¥ x 525 y 5850 B— BL y0,125

)=  J275+550 X 0125< X y0,875  (MPa) (11)

,, 9325y 5850 BL BL>O,875

Eine Darstellung der angenommenen Spannungsverteilung ist in Abbildung 4 dargestellt. Gleichung (11)
wird erhalten, indem ein hypothetischer Vierpunktbiegeversuch durchgefiihrt wird, der deutlich tber der
Streckgrenze eines Materials mit einem perfekt plastischen konstitutiven Modell liegt, und dann die aufgebrachte
Last entfernt wird, wobei die Restspannungen mit der Aufgabe zuriickbleiben, die Planaritat des Abschnitts
aufrechtzuerhalten. Das Problem besteht darin, die Restspannungsverteilung im Intervall 0 <y 0,75 durch die
Rissnachgiebigkéitsmethode zu rekonstruieren, indem ein Schnitt in die
Platte und Messen des CMOD wéhrend des Schnittfortschritts.

Abbildung 4. Im vorgeschlagenen numerischen Experiment verwendete Restspannungsverteilung, definiert
durch Gleichung (11).

Die Einflussfunktion fur dieses Problem ist aus [41] entnommen, wo sie als gekiirzte
Reihenentwicklung wiedergegeben wird:

1 .5 A 3Ky
h@ax)= ——==Y F g o (12)

y 2ya k=1

wobei F BAf k ist eine dimensionslose algebraische Funktion, deren Koeffizienten im Buch tabellarisch

aufgefuihrt sind. Die entsprechende Kernelfunktion yi(a, x) = h(a, 0)h(a, x) des Integraloperators in
Gleichung (8) ist in Abbildung 5 angegeben. Durch Einbeziehung der Gleichungen (11) und (12) in
Gleichung (8) erhalt man den theoretischen CMOD 2v0(a) als Funktion der Lange a des in die Probe
eingebrachten Schnitts, wie in Abbildung 6 dargestellt.
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Abbildung 5. Diagramm der Kernelfunktion y(a, x), die verwendet wird, um den CMOD aus den bekannten
Restspannungen entlang des eingefiihrten Risses durch eine doppelte Integration zu berechnen. Mit Einheiten von
1/Lénge wird sie mit 1/W normalisiert. Die Kernelfunktion ist auf der dreieckigen Domane 0 y x < a < W definiert und
weist eine integrierbare Singularitét entlang ihrer Diagonale x = a auf. Die X- und Y- Koordinaten werden durch die
Probenbreite normalisiert; im Diagramm sind sowohl a als auch x auf 0,75 W begrenzt, was dem vorgeschlagenen
numerischen Experiment entspricht. Das Oberflachendiagramm ist entsprechend der Z-Koordinate farbcodiert.

Abbildung 6. Normalisierter CMOD, der der durch Gleichung (11) definierten Restspannungsverteilung
entspricht , nach einem progressiven Schnitt der normalisierten Lange a/W < 0,75 in einer langen Platte
in ebener Dehnung. Da der eingefiihrte Schnitt eine Dicke ungleich Null hat, ist ein negativer CMOD
zulassig und fuhrt nicht automatisch zu einer RissschlieRung. Die Probe ist nach der Gréf3e der
Verschiebungen entlang der Rissflachennormalen farbcodiert .

Da y(a, x) in geschlossener Form vorliegt, erlaubt Gleichung (8) die Berechnung des CMOD,
der jeder beliebigen Verteilung entspannter Restspannungen y(x) entspricht , durch eine doppelte
Integration einer Funktion, eine Operation, die auch manuell analytisch durchgefiihrt werden kann.
Das praktische Problem besteht jedoch darin, vO(a) zu messen und y(x) zu finden, was eine
Umkehrung des in Gleichung (8) definierten Operators erfordert. Leider gibt es, mit wenigen
Ausnahmen, keinen analytischen Ausdruck dieser inversen Beziehung, also einen Ausdruck in geschlossene
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, das die Bestimmung von y(x) aus v0(a) ermdglicht , ist im Allgemeinen nicht verfiigbar. Daher wird
auch hier das Schema aus Abbildung 2 tibernommen.

Es wird ein endlichdimensionaler Spannungsraum gewahlt, der von einer geeigneten Basis aufgespannt
wird. AnschlieBend wird die Kalibrierungsmatrix fir das diskretisierte Problem berechnet, indem die CMOD
entsprechend den Elementen der Spannungsbasis bei einer festen Anzahl von Schnittlangen ausgewertet
wird. Der einzige Unterschied zum Ublichen Stand der Technik der Schlitzmethode besteht darin, dass dieser
Vorgang hier analytisch durchgefiihrt werden kann, ohne auf FE-Analysen zurtickzugreifen. Formal
ausgedrickt: Wenn y = [y1(z), y2(2). . . yn(z)] die gewahlte n-dimensionale Basis ist und a = [al, a2 . .. am]
der Vektor der m Schnittlangen ist, bei denen die CMOD untersucht wird, kann man eine Matrix definieren

KI s
Aj= , , Y(s D) dids (13)
so dass fiir eine gegebene Restspannungsverteilung y(x) =y j=1 yjyj(x) diefNo|gende Beziehung gilt:
KI s
v(ai, 0) = y(s, t) y(t) dtds
0 0

N

S
¥ 9 Yy dtds
0 j=1

KI

0

(14)

N KI s

LN TN 0

N
y A =1

Durch Aufzeichnen der gemessenen CMODs in einem Array v = [v(al, 0), v(a2, 0). . . v(am, 0)]
und Sammeln der Koordinaten der Restspannungsverteilung in Bezug auf die gewéhlte Basis y = [y1,
y2 ...yn] wird ein lineares System erhalten, das die Diskretisierung der Gleichung (8) darstellt:

Ay=v (15)

Schlie3lich wird Gleichung (15) im Allgemeinen mit der Methode der kleinsten Quadrate gelést, indem man
nach der Losung sucht, die die aufgezeichneten Messpunkte am besten approximiert. Tatséchlich ist es recht
Ublich, die statistischen Vorteile auszunutzen, die sich aus der Verwendung von mehr Abtastpunkten als unbedingt
notwendig ergeben [16].

In dieser Analyse werden zwei unterschiedliche Spannungsraume verwendet, da sie in der
Eigenspannungsforschung weit verbreitet sind: der Raum der stiickweise konstanten Funktionen und
der Raum der Polynome, die ublicherweise als Integralmethode [21] bzw. Potenzreihenmethode [42]
bezeichnet werden. Um den Bias-Varianz-Kompromiss zu untersuchen, wird eine feste Anzahl von
32 untersuchten Schnittlangen angenommen, wahrend die Spannungsbasisdimension zwischen 1
und 32 variiert wird; bei der Integralmethode wird dies durch Erhéhen der Anzahl der
Berechnungsintervalle erreicht , wahrend dies bei der Potenzreihenmethode durch Hinzufiigen von
Termen hoéherer Ordnung in der Polynomentwicklung erreicht wird.

Nur fur die numerischen Berechnungen wird W = 20 mm angenommen, wahrend der
Standardfehler des CMOD-Messinstruments mit 1 pm angenommen wird. Der wahre CMOD —
ermittelt durch die direkte Anwendung von Gleichung (8) — wird dann an den gepriiften Schnittlangen
abgetastet und mit einem iid-GauR3-Rauschen gestért, dessen Standardabweichung dem
angenommenen Fehler entspricht. Insgesamt werden 1000 zufallige Stérungen des wahren CMOD
abgetastet und eine gleiche Anzahl von Ergebnissen in Bezug auf die ermittelten Eigenspannungen

erhalten. Darlber hinaus werden fir jedes Diskretisierungsschema

zwei zusatzliche Losungen berechnet: « Die ideale Losung, also diejenige, die perfekten, fehlerfreien

CMOD-Messungen entspricht.  Die beste Losung, also das Element der gewéhlten Spannungsbasis,
das die wahre Losung im Sinne der kleinsten Quadrate am besten annéhert .
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Alle Ergebnisse sind in den Abbildungen 7 und 8 zusammengefasst und entsprechen
jeweils der Anwendung der Integralmethode und der Potenzreihenmethode.

-

Abbildung 7. Ergebnisse der numerischen Experimente, die durch Verwendung des endlichdimensionalen
Spannungsraums, der aus stiickweise konstanten Funktionen besteht, erhalten wurden. Insgesamt werden 1000
zufallige Stérungen des theoretischen CMOD, der y(x) entspricht , das durch Gleichung (11) definiert ist , erzeugt,
dann werden die Restspannungsldsungen durch Invertieren des in Gleichung (15) angegebenen linearen
Systems ermittelt . Die beste Losung ist diejenige, die der wahren Losung am besten nahe kommt; die ideale
Lésung ist diejenige, die mit fehlerfreien Messungen erhalten wirde. Bei niedrigdimensionalen Diskretisierungen
ist die Varianz der erhaltenen Lésung gering, aber der Spannungsraum selbst ist nicht in der Lage, die wahre
Lésung darzustellen, wodurch eine Verzerrung eingefiihrt wird; auBerdem entspricht die ideale Losung nicht
einmal der besten. Bei hochdimensionalen Diskretisierungen konvergiert die ideale Losung zur wahren, aber die
Verteilung der erhaltenen Losungen weist eine praktisch unbrauchbare Varianz auf.
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Abbildung 8. Ergebnisse der numerischen Experimente, die durch Verwendung des endlichdimensionalen Spannungsraums
bestehend aus Polynomen erzielt wurden. Insgesamt werden 1000 zufallige Stérungen des theoretischen CMOD entsprechend
y(x), definiert durch Gleichung (11) , erzeugt, dann werden die Restspannungslosungen durch Invertieren des in Gleichung (15)
angegebenen linearen Systems ermittelt. Die beste Lésung ist diejenige, die der wahren Lésung am besten nahe kommt; die
ideale Losung ist diejenige, die mit fehlerfreien Messungen erzielt wiirde. Bei niedrigdimensionaler Diskretisierung ist die
Varianz der erzielten Lésung gering, aber der Spannungsraum selbst ist nicht in der Lage, die wahre Lésung darzustellen,
wodurch eine Verzerrung entsteht; au3erdem entspricht die ideale Losung nicht einmal der besten. Bei hochdimensionalen
Diskretisierungen konvergiert die ideale Lésung zur wahren Lésung, aber die Verteilung der erzielten Losungen weist eine

praktisch unbrauchbare Varianz auf.

4. Diskussion

Die Abbildungen 7 und 8 veranschaulichen das deutlichste Symptom der Unstetigkeit eines
inversen Problems. Wenn die Anzahl der Freiheitsgrade in der endlichdimensionalen Diskretisierung
gering ist, ist die Fehlerempfindlichkeit gering und die Losungen sind weitgehend unabhangig von
Messrauschen. Die gewahlte Basis ist jedoch nicht in der Lage, die wahre Lésung korrekt
darzustellen, sodass das erhaltene Ergebnis eine Verzerrung aufweist — die moglicherweise
geféhrlich ist, wenn es um die strukturelle Sicherheit geht —im Vergleich zum exakten Ergebnis. Wie
in [27] angemerkt, &ndert sich die Situation nicht, selbst wenn die erhaltene Losung als die beste
Darstellung des exakten Ergebnisses innerhalb der gewahlten Basis interpretiert wird, was im Fall
der Integralmethode mit dem Durchschnitt der wahren Lésung Uber ein Berechnungssubintervall
Ubereinstimmen wirde. Wie in den Abbildungen gezeigt , ist sogar die Losung, die fehlerfreien
Messungen entspricht, im Vergleich zur besten Darstellung des exakten Ergebnisses im gewahlten endlichdin
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Um den Fehler zu verringern, kann die Zahl der Freiheitsgrade erhéht werden, sodass die
endlichdimensionale Lésung eine praktisch verniinftige Annéherung an den urspriinglichen
unendlichdimensionalen Raum darstellt. Nichtsdestotrotz fuhrt dies wiederum zu einem
Inversionsprozess, der extrem empfindlich auf Messfehler reagiert, und damit zu einer Lésungsvarianz,
die jedes erhaltene Ergebnis praktisch unbrauchbar macht. Dies ist in der Literatur seit langem bekannt,
auch in Bezug auf andere Relaxationsmethoden, die nicht unbedingt die Einfiihrung eines rissahnlichen
Schnitts in der Probe erfordern [43—45]. Intuitiv ausgedriickt bringt mehr Freiheitsgrade das diskretisierte
Problem naher an sein urspriinglich schlecht gestelltes Gegenstiick heran, das unendlich empfindlich
auf Eingabefehler reagiert . Beachten Sie, dass dieser Effekt nicht von einer unvollstandigen Kenntnis
des Integraloperators abh&ngt — wie dies bei einer numerischen Schétzung [46] der Fall ist —, weil in
diesem Beispiel der Operator des direkten Problems analytisch bekannt ist. Dies ist der Hauptgrund,
warum die Methode der Riss-Compliance in diesen Aspekten besonders aufschlussreich ist; dennoch
héatten dhnliche Uberlegungen auch fiir die Schichtabtragsmethode [13] und fiir die Sachs-Bohrmethode
[12] angestellt werden kdnnen, deren Integrationskern analytisch bekannt ist.

Wie in Abbildung 3 dargestellt , besteht das grof3te Problem bei der Unstetigkeit darin, dass die
Verzerrung nicht beobachtbar ist. Durch die Berechnung mehrerer Losungen — wie in diesem Fall — kann
man die Variabilitat der Losung in Bezug auf den Eingangsfehler feststellen. Aufgrund der Linearitat von
Gleichung (15) kénnen die Eingangsfehler auch theoretisch durch das Inversionsverfahren fortgepflanzt
werden . Man kann jedoch nie die Verzerrung kennen, die durch das gewahlte Losungsverfahren eingefiihrt
wird ; zum Beispiel kann eine gegebene konstante Losung gleichermafen einer tatsachlich konstanten
echten Restspannungslésung oder einer beliebig variierenden Verteilung entsprechen, die kausal dieselbe
diskretisierte Losung ergibt.

Dieser Aspekt ist besonders dramatisch, wenn Konfidenzintervalle fir die L6sung konstruiert werden.
Es kdnnen nur Konfidenzintervalle relativ zur idealen Lésung (d. h. entsprechend perfekten Messungen)
konstruiert werden, aber der praktische Nutzen dieser Konstruktion ist im Wesentlichen gleich Null, da nicht
einmal garantiert ist, dass die ideale Losung mit der besten Annaherung an die wahre Lésung im gewahlten
Raum Ubereinstimmt. Das Risiko besteht darin, dass der Analytiker in dem Bemiihen, engere
Konfidenzintervalle zu erreichen, implizit beschlief3t, die Verzerrung der erhaltenen Lésung zu erhdhen,
ohne dass dies in den Ergebnissen sichtbar wird.

Es gibt auch alternative Techniken, die darauf abzielen, das Problem zu regularisieren, d. h. die
Varianz der Losung zu reduzieren. Die bekannteste davon ist wohl die Tikhonov-Regularisierung [ 47-49].
Keine dieser Techniken ist jedoch immun gegen den Bias-Varianz- Kompromiss, wie in [26,27] diskutiert .
Tatséchlich fiihren sie auch einen Bias in die Lésung ein, der nicht a priori quantifiziert werden kann.

Fir die Probleme, die durch die Unstetigkeit eines inversen Problems und den daraus resultierenden
Bias-Varianz-Kompromif3 entstehen, gibt es nur eine Losung: die Gewinnung zusatzlicher Informationen
durch physikalische Methoden, die a priori belegen, dass die Losung eine bestimmte Form haben und/oder
bestimmte wohldefinierte Beschréankungen erfiillen muss. Beachten Sie, dass diese Information nicht allein
aus den mathematischen Gleichungen abgeleitet werden kann. Nur in diesem Fall, unter der Annahme
eines endlichdimensionalen Lésungsraums, der diese Bedingungen einhalt, wird kein Bias eingefiihrt und
jede Quantifizierung von Unsicherheiten kann als streng angesehen werden. Dies ist gleichbedeutend mit
der Behauptung, dass die Fehlerempfindlichkeit nicht die Wahl des Diskretisierungsschemas bestimmen
sollte , sondern vielmehr das Gegenteil. Physikalische Annahmen bestimmen das Diskretisierungsschema ,
das dann seine entsprechende Empfindlichkeit gegeniiber Eingabefehlern ergibt und Anforderungen an die
Messinstrumente festlegt. Wenn diese Anforderungen nicht erfillt werden kénnen, ist die Messung aus
technischer Sicht nicht durchfthrbar.

Wenn der Spannungsanalytiker beispielsweise aufgrund bestimmter Fakten behaupten kann, dass
die Verteilung der Eigenspannungen Uber die gesamte Dicke einigermalen linear ist (was moglicherweise
durch die Wiederherstellung von Fernfeldinkompatibilitdten im Verschiebungsfeld eines schlanken Balkens
verursacht wird), besteht kein Grund zur Annahme, dass die L6sung zum Raum der Polynomfunktionen
ersten Grades gehdrt. AuRerdem ist die mit einer so geringen Anzahl von Freiheitsgraden verbundene
Varianz im Allgemeinen eher begrenzt.
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5. Schlussfolgerungen

Die wichtigsten Punkte des Artikels sind nachstehend aufgefiihrt:

« Die Unstetigkeit des Problems der Rekonstruktion von Restspannungen aus Messungen der Risséffnungsverschiebung
nach einem in die Probe eingefiihrten fortschreitenden Schnitt wird aufgezeigt und klar von seiner allgemeineren
Eigenschaft der Unstetigkeit unterschieden.

* Anhand eines Zahlenbeispiels wird der typische Indikator eines schlecht gestellten Problems, namlich der Bias-
Varianz-Kompromif3, zusammen mit seinen moglicherweise verheerenden Konsequenzen fir die Fahigkeit,
Unsicherheiten streng zu quantifizieren, dargestellt. Daher ist es &uferst wichtig, seine Existenz zu erkennen
und MaRnahmen zu vermeiden, die die Qualitat der Lésung nur scheinbar verbessern. « Wie in friiheren
Arbeiten der Autoren betont, wird erneut

unterstrichen, dass keine mathematische Maschinerie die unendliche Empfindlichkeit gegenuiber Eingabefehlern, die
schlecht gestellten Problemen innewohnt, dauerhaft iberwinden kann. Die Losung muss in der Physik des
Problems gefunden werden, indem man auf Informationen abzielt, die es erméglichen wirden, die
Lésungsvarianz zu zahmen, ohne signifikante und vor allem nicht berechenbare Bias einzufiihren.
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