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Una clase de ecuaciones diferenciales para fusionar la
optimizacion cinematic 84S Fatiftiéntos con la invariancia
geométrica.

Félix Poliakov

Abstracto

Los estudios neurocientificos de la ejecucion de los movimientos similares a los
de un dibujo generalmente analizan la representacion neural de las caracteristicas
geomeétricas (p. ej., direccién, forma) o temporales (p. €j., velocidad) de las
trayectorias en lugar de la representacion de la trayectoria como un todo. Este trabajo
trata sobre las ideas matematicas detras de la divisién y fusién de caracteristicas
geométricas y temporales que caracterizan los movimientos bioldgicos. Las primitivas
de movimiento supuestamente facilitan la eficiencia de la representacion de los
movimientos en el cerebro y cumplen con diferentes criterios para los movimientos
bioldgicos, entre ellos la suavidad cinematica y la restriccion geométrica. Se emplea
el criterio para la “suavidad maxima” de las trayectorias de orden arbitrarion ,n =3
es el caso del modelo de sacudidas minimas. Derivo una clase de ecuaciones
diferenciales obedecidas por trayectorias de movimiento para las cuales las
trayectorias maximamente suaves de orden n tienen velocidad constante. La
velocidad es invariante bajo una clase de transformaciones geométricas. Las
soluciones de las ecuaciones presumiblemente sirven como candidatas para
primitivas de movimiento geométrico. La velocidad aqui se define como la tasa de
acumulacion de medidas geométricas a lo largo de la ruta dibujada. La medida geométrica puede elegirse para que sea un arco en
Por ejemplo, el modelo de ley de potencia de dos tercios corresponde a la velocidad
constante por partes del arco equiafin acumulado. La clase derivada de ecuaciones
diferenciales consta de dos partes. La primera parte es idéntica para todas las
parametrizaciones geométricas del camino. La segunda parte es especifica de la
parametrizacion y es necesaria para identificar si una solucion de la primera parte
representa realmente una curva. Se proporcionan los contraejemplos correspondientes.
Se presentan ecuaciones en diferentes geometrias en el plano y en el espacio y sus
soluciones conocidas. La clase derivada de ecuacion diferencial es una herramienta
novedosa para descubrir candidatos para primitivas de movimiento geométrico.

Palabras clave: primitivas de movimiento geométrico — representacion compacta — geometria
diferencial afin — aspectos temporales del movimiento — parabola — espiral logaritmica — circulo
— tornillo parabolico — tornillo eliptico
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1. Introduccion

Varios estudios neurocientificos han analizado las caracteristicas geométricas de los
movimientos bioldgicos (p. ej., acciones similares a las de un dibujo) y su representacion en el
cerebro. En particular, se encontré que las neuronas individuales y las poblaciones neuronales
en la corteza motora estaban sintonizadas con la direccién del movimiento [24, 61, 60, 62, 45,
44). Estudios de diferentes tipos de movimientos dirigidos a un objetivo, por ejemplo. los
movimientos hacia los objetivos, los movimientos secuenciales de la mano o los movimientos
que siguen caminos prescritos indicaron que el orden en serie del submovimiento1 , los
"aspectos del movimiento" (es decir, los aspectos de la forma del movimiento y la ubicacién
del objetivo) y los fragmentos de movimiento estan representados en la actividad cortical [34,
1, 2, 33, 63, 32]. Evidencia del papel importante de la.geometria no euclidiana, y en particular
equi-afin [50, 51, 54, 41, 12, 52, 53, 55, 42, 16, 9, 43] y afin [4], en la produccién y se
proporcioné la percepcion del movimiento biolégico. Se propuso la invariancia de escala en la
representacion neuronal de los movimientos de escritura a mano [30]. La superposicion de
transformaciones equiafines y el escalado constituye el grupo de transformaciones afines. Se
sugirié que los movimientos biolégicos se pueden representar en varias geometrias [4].

La idea de composicionalidad del movimiento, es decir, la representacién de movimientos
complejos basados en un “alfabeto” limitado de submovimientos primitivos, se analiza en
numerosos estudios de control motor. La existencia de primitivas motoras se demostro a nivel
de las fuerzas producidas por los musculos que actian sobre las extremidades [5, 27, 49, 37,
47, 48, 25, 26], a nivel de las sinergias musculares [67, 11, 31, 36, 10], a nivel de cinematica
de movimiento [46, 20, 7, 39, 59, 57, 17, 21, 58], y a nivel de unidades de calculo en el sistema
sensoriomotor [68, 65]. La descomposicion de movimientos complejos_ en primitivos también
se implemento para los movimientos del brazo del pulpo [71]. Los resultados de los trabajos
recientes [13, 14] proporcionan indicaciones adicionales de que los movimientos aparentemente
continuos pueden representarse en el cerebro en cierto nivel jerarquico de manera discreta.

Las formas parabodlicas se sugirieron como bloques de construccion geométricos de
movimientos complejos similares a dibujos basados en modelos matematicos y analisis de
datos cinematicos y neurofisioldgicos del comportamiento de los monos [54, 52, 53, 55] . Se
sugirié que las trayectorias de movimiento complejas pueden estar compuestas por la
concatenacion de formas de tipo parabdlico. Las transformaciones afines aplicadas a los
segmentos parabdlicos dan como resultado segmentos parabdlicos. Ademas, cualquier
segmento parabdlico se puede obtener a partir de un segmento parabdlico arbitrario mediante
una transformacién afin unica. Entonces, la secuencia de formas parabdlicas concatenadas
se puede obtener aplicando una secuencia de transformaciones afines a una sola plantilla
parabdlica [52] y, por lo tanto, simplificando la representaciéon de movimientos complejos en
el cerebro. Tal representacion podria significar que el movimiento geométrico primitivo es un
conjunto de transformaciones dotadas de una forma geomeétrica primitiva sobre la que se
aplican las transformaciones. En la Figura 9a de [55] se muestra un ejemplo de una curva
parabdlica por partes que se asemeja a la trayectoria de movimiento real realizada por un mono.

Aqui desarrollo ain mas herramientas matematicas destinadas a encontrar formas
geomeétricas primitivas. Las trayectorias a lo largo de esas formas primitivas estarian de acuerdo con

18Significado orden serial de implementacion de cierta entidad geométrica.
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diferentes modelos que describen el movimiento bioldgico. Las clases de formas primitivas que
presumiblemente componen trayectorias mas complejas son invariantes bajo las clases de
transformaciones geométricas y, por lo tanto, pueden proporcionar una representacion compacta de
trayectorias de movimiento complejas en el cerebro.

2 Requisitos previos para el problema matematico
de los estudios de control motor

Se observo que las trayectorias planas de la mano son suaves, mientras que la suavidad se definié
como la minimizacién de la tasa de cambio de aceleracion integrada al cuadrado, también llamada
sacudida de movimiento [35, 22 ], a sabeL_

2 2
d 3x . d 3y

- a4 g
a3 a3 21)

0

La informacién sobre la trayectoria del movimiento se puede dividir en dos partes: (1) especificacion
geométrica llamada también ruta de movimiento y (2) especificacién temporal definida por una
funcién que relaciona cada momento de tiempo con la ubicacion en la ruta de movimiento. La
especificacion temporal estd completamente determinada por la velocidad de movimiento a lo largo
del camino. En los trabajos originales sobre el modelo de sacudidas minimas [35, 22], la trayectoria
maximamente suave esta restringida por un punto inicial, un punto via por el cual debe pasar la ruta
y el punto final. Por lo tanto, el criterio de minimizacion del funcional de costos en (2.1) esta dotado de
la restriccion geométrica puntual sobre la trayectoria 6ptima que pasa por uno o mas puntos de via.

Por lo tanto, en la formulacion original del modelo, todo el camino continuo de la trayectoria se puede
revelar simultdneamente con la identificacion de la velocidad de movimiento2 . EI modelo de tirones
minimos es ampliamente utilizado y mencionado en diferentes
Estudios de control motor.

De acuerdo con el modelo de tirones minimos restringidos [66] movimientos de la mano
Tienden a maximizar la suavidad del dibujo (minimizan el costo de sacudidas)

.
2 2 3
d 3x(ceu(t)) . d3y(oeut) , = zoeu)
dt3 dt3 dt3

dt (2.2)

para la trayectoria prescrita {x(ceu), y(ceu), z(geu)}. Es decir, la ruta de movimiento ya se proporciona como entrada para el
procedimiento de optimizacion y se debe encontrar el perfil de velocidad para resolver el problema de optimizacion. La curva

tridimensional ejecutada en el funcional de costo (2.2) esta parametrizada con longitud de arco euclidiana

ogeu(t) = X'(1) 2 4 y(T) 2 4 “z(T) 2d1 (2.3)
0

2 Los componentes x(t) e y(t) de las trayectorias restringidas por puntos via y minimizando el
costo funcional (2.1) estdn compuestos por partes de polinomios de quinto orden con respecto al
tiempo, las derivadas de tercer orden de x(t), y(t) son continuas [22].
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con el punto que denota la diferenciacion con respecto al tiempo t.

Ejemplo 2.1. La trayectoria r(t) = r(ceu(t)) = [x(ceu(t)), y(oeu(t)), z(ceu(t))] esta completamente
determinada por la parametrizacion geométrica (sin involucrar el tiempo)3 r(ceu) y parametrizacion
temporal del parametro geométrico oeu(t) (o, de manera equivalente, velocidad estrictamente no
negativa 0" eu). Aqui el parametro geométrico geu es la longitud euclidiana de la curva que se
mapea continuamente en una curva diferenciable 3 veces.

A partir de ahora, la diferenciacion con respecto al parametro geométrico o se denota con
ndmeros primos y entre paréntesis, mientras que la diferenciacién con respecto al tiempo t hasta el
orden 3 se denota con puntos. La diferenciacion de orden superior con respecto al tiempo se denota
con la notacién mas comun para la diferenciacion (d/dt): d 2f d 3f d kf df , f(k) (o) =, f"(0) =,

Co (o) = dok
F)z o o7 G035 T
df re
f(o(t)) = —flo)=dt,  Zm 3ffOWM)= yz— -

La notacién se recordara mas adelante en el texto.

La ley de potencia de dos tercios es otro modelo cinematico de los movimientos de la mano.
Describe una relacion entre las propiedades geométricas de la trayectoria del movimiento y la
velocidad del movimiento a lo largo de esa trayectoria. Las observaciones empiricas del modelo de
ley de potencia de dos tercios se interpretaron como evidencia de la segmentacion del movimiento [40].
La ley de potencia de dos tercios también se demostré en estudios de percepcion visual [69, 41,

12, 9]. La segmentacion de los movimientos de la mano basada en los poderes de la curvatura de
la trayectoria se analizo recientemente en [15].

El modelo de ley de potencia de dos tercios es equivalente a la afirmacién de que la velocidad
equiafin4 (4.2) de los movimientos de dibujo es constante por partes [18, 50, 29, 19]: "cea = const.
Con base en resultados empiricos relacionados con el modelo de ley de potencia de dos tercios y
su interpretacion en términos de geometria diferencial, los arcos equiafines y afines se han
convertido en una parametrizacion relevante en el analisis de los movimientos bioldgicos y su
representacion neuronal [18, 50, 51, 54 , 52, 19, 55, 53, 16, 42, 4, 9, 43]. S
7 En [70] se analizé la comparacién de las predicciones de la sacudida minima y los modelos de

ley de potencia de dos tercios para varias formas geométricas. Velocidad euclidiana ‘ceu
minimizando el costo funcional con un orden arbitrario de suavidad

T 2
d nx(t) + dny

dn oan O (24)

0

3La parametrizacion geométrica con un arco invariante en cierta geometria se denomina
parametrizacion natural; oeu es arco en geometria euclidiana.

4 Los antecedentes de las nociones de geometria equiafin que se utilizan en este trabajo se
pueden encontrar en otros lugares, p. [64, 28]. En particular, se introducen en la parte "Antecedentes”
de [51] y el Capitulo 2 de [52] junto con su relacion con la ley de potencia de dos tercios y en el
Apéndice A de [52].
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se compardé con los datos experimentales para movimientos planares punto a punto5

[56]. Predicciones aproximadas de trayectorias de movimiento, es decir, velocidad de movimiento
a lo largo de trayectorias geométricas predefinidas, que minimizan el costo funcional con

orden arbitrario n (2.4) a lo largo de una serie de trayectorias periddicas y se compararon con las
predicciones de la ley de potencia de dos tercios y los datos experimentales

[56].

En el caso del modelo de sacudidas minimas con restricciones (n = 3), el problema de
encontrar los caminos para los cuales las trayectorias maximamente suaves satisfacen los dos tercios
Se estudio el modelo de ley de potencia utilizando la parametrizacién de un camino con equi-affine
arco [54, 52]. La condicién necesaria para tales caminos se obtuvo en una forma de
el sistema de dos ecuaciones diferenciales [54, 52]. Las soluciones conocidas son cualquier
funcién vectorial bidimensional que describa formas parabdlicas y circulos [54, 52]

y un caso especifico de espiral logaritmica [6, 55]. Trayectorias de tirones minimos
a lo largo de caminos parabélicos dan valor cero al costo (2.1) [51, 52]. Conocido
soluciones no parabdlicas (circulo y espiral logaritmica especifica) no proporcionan
costo cero

Cualquier curva se puede parametrizar geométricamente en infinitas formas diferentes.
maneras. La parametrizacion ampliamente conocida se basa en la longitud de arco euclidiana.

En general, la parametrizacion geométrica de una curva se puede implementar a través de un
mapeo continuo de un parametro escalar en la curva.

Ejemplo 2.2. Una curva sin puntos de inflexion se puede parametrizar con el

integral de velocidad euclidiana ponderada con curvatura euclidiana elevada a cierto
t

grado: oejemplo(t) = o eu(T) [ceu(oeu(T))]B dT. Esta parametriza geométrica

0
cion es legitima para cualquier 8. Es la medida del arco euclidiano cuando 3 =0
y medida del arco equiafin cuando 3 = 1/3.

El ejemplo de arco o del ejemplo 2.2 es invariante bajo transformaciones euclidianas. Sin
embargo, cuando 3 = 0 no es igual a la longitud euclidiana, que es la
integral de la invariante diferencial de primer orden en el grupo de planos euclidianos
transformaciones. Mas adelante en el texto también considero arcos en otros subgrupos del
grupo de transformaciones afines.

En este trabajo se considera el problema de encontrar trayectorias cuyas trayectorias
maximamente suaves proporcionen acumulacion de parametros geométricos con velocidad
constante para un orden arbitrario de suavidad n. Se deriva una clase de ecuaciones diferenciales
que describen dichas trayectorias. El sistema de dos ecuaciones diferenciales corresponde
a cada orden de suavidad n. Sistemas de especial interés y sus soluciones
se presentan a continuacion. Parte de las soluciones se presentan por primera vez aqui.

y algunos se conocen de trabajos anteriores que utilizaron parametrizacion equi-afin
[51, 52, 6, 55].

5Los modelos cinematicos para movimientos punto a punto en el plano generalmente asumen que la trayectoria
del movimiento es una linea recta, la velocidad y la aceleracién del movimiento en los puntos inicial y final del movimiento
la trayectoria es cero.
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6
3 Sistemas de ecuaciones diferenciales, caso general
Considere n veces la curva diferenciable rL(o) = (x1(g), x2(0), . . . , xL(0)) en L espacio
dimensional, o [0, Z]. Sea, sin limitacion de generalidad, o(t) estrictamente creciente6 y n
veces funcién derivabledet [0, T], 0(0) =0, o(T ) = X. El funcional de costo de la derivada
cuadratica media [56] asociado con la derivada de orden n de la curva y su parametrizacion o(t)
se define de la siguiente manera:
T i) o . dmx2ol) dmxlo®t)
- + +...+ it bt b LS dt
Jo(rL, n) dtn dtn dtn
0
T
_ re 2 "
T rL(o(t)) : (3.1)

3.1 Trayectorias de movimiento que proporcionan trayectorias 6ptimas con
velocidad constante

Dada la parametrizacion geométrica o de la trayectoria r (una curva a lo largo de la cual se
“dibuja” la trayectoria) en un espacio L-dimensional, denoto con "6 rL,n(t) la parametrizacion
temporal de “dibujar” la trayectoria que proporciona un costo minimo Jo  (rL, n) bajo restricciones

en el limite:
re _ dko
ko o'(0)="0o(T)=2/T, Jk o - T - =0,k=2,...,norte -1
(3.2)
Jo(rL, n),t [0, T] ,
o L) = arggigy)

el punto denota la diferenciacion con respecto al tiempo t. La solucién del problema de
optimizacion  rL,n(t): cién sin restricciones en el limite se denota como o

to@=agmn Jo(rL,n),t [0, T] - (3.3)

Para una dimensién dada del espacio L y el orden de diferenciaciéon n, mi objetivo es encontrar
las curvas para las cuales la solucién del problema de optimizacién con restricciones (3.2)
proporciona una velocidad constante de “dibujar” la curva:

>
A=rL:o” note, L, n(t)=constante= + (3.4)

También se considera el problema de identificar las curvas bajo el mismo criterio de optimalidad
pero sin las condiciones de contorno de (3.2):

z

n(t) = constante = =— - (3.5)

An,L=rL: "0 T

L,

6La funcién o(t) debe ser estrictamente monétona. Aqui se considera el caso de una funcion
estrictamente creciente, sin embargo, se pueden obtener los mismos resultados para una funcién
estrictamente decreciente.
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Las soluciones del problema de optimizacién (3.3) para las curvas de la clase An, L satisfacen

las condiciones de contorno establecidas en (3.2) por definicion y ambos problemas de
optimizacién minimizan el mismo funcional de costo. Por lo tanto todas las soluciones (curvas)

pertenecientes al conjunto An, L pertenecen al conjunto A” norte, I:
An,L A" n,lI (3.6)

Entonces, las condiciones necesarias derivadas para las curvas de la clase A™ n, L son realmente
cumplidas por las curvas de ambas clases: A"y An, Lrore.!
Introducir un sistema de dos ecuaciones diferenciales:

2 n-1
dnr d n-ir d n+ir
+2 (-1)yo ) ’ - = constante
- +
your don-i don+i (3.7)

o' (Hlt(o)=0 = v(t)it(o)=0 = 1 ,

punto entre dos vectores denota su producto escalar. La diferenciacién de ambos lados de la
ecuacion superior en (3.7) implica un sistema en el que la ecuacion superior esta representada
simplemente por el producto escalar de las derivadas de primer y (2n) orden del vector de
posicion con respecto al parametro geométrico o:

. dan
do do2n (3.8)
o' (tHft(o)=0 = v(t)li(c)=0 = 1.
Considero las curvas de las clases A" n, L y An, L como candidatas a primitivas

de movimiento geométrico. Los sistemas (3.7), (3.8) pueden usarse como una herramienta para
identificar tales curvas como sigue del principal resultado matematico de este trabajo:

Proposicién 3.1. Las curvas de los conjuntos A™y An, L definidas en (3.4) y (3.5) respectivamente
necesariamente satisfacen las ecuaciones superiores en los sistemas (3.7) y (3.8).

La Proposicion 3.1 se demuestra en el Apéndice A. Se muestran ejemplos de los sistemas
(3.7) y (3.8) junto con soluciones conocidas para diferentes parametrizaciones geométricas en
las secciones 4, 5 en las ecuaciones (4.3), (4.10), (4.13), ( 4.18), (4.22), (5.3), (5.4).

Una serie de notas importantes sobre los sistemas (3.7) y (3.8) y las curvas pertenecientes a
los conjuntos A” notte, |y An, L se presentan a continuacion.

1. La ecuacion superior en los sistemas (3.7) y (3.8) es independiente de la parametrizacion
geomeétrica de una curva. La ecuacion se deriva del criterio de maxima suavidad de la
trayectoria (3.2) basado en la ecuacion de Euler Poisson para problemas variacionales.
Casos particulares de la parte superior
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La ecuacion diferencial para curvas planas cuando n = 2, 3, 4 y para un n arbitrario
se proporcionan? en la Tabla 1. La ecuacién superior en los sistemas es invariante
bajo transformaciones euclidianas arbitrarias debido a la invariancia euclidiana del
producto escalar.

2. La ecuacion inferior en los sistemas (3.7) y (3.8) depende de la eleccion de la

parametrizacion geométrica. El lado izquierdo de la ecuacion inferior y el parametro
geométrico o de los sistemas son invariantes bajo la misma clase de transformaciones
geométricas8 . Cuando se resuelve el sistema (3.7) o (3.8) para identificar las curvas
candidatas de los conjuntos A™ y An, L, la condicion formalizada por la ecuacién
inferior garantiza que la solucién de la ecuacién supéfior es de hecho una curva en
el espacio dimensional L y es consistente con la parametrizacion o. El ejemplo 3.2 a
continuacion demuestra una solucion de la ecuacion superior que no es consistente
con la parametrizacion o'y, por lo tanto, no representa una curva. En los casos en
que una funcién vectorial parametrizada con algun o describa una curva , se puede
probar si la curva cumple la condicion necesaria para pertenecer a las clases
definidas en (3.4), (3.5). Para ello s6lo hay que comprobar si la expresién vectorial
satisface la ecuacion superior de cualquiera de los sistemas (3.7), (3.8) porque la
ecuacion inferior se satisface automaticamente para las curvas existentes.

3. El uso de condiciones de transversalidad ademas de la ecuacion superior en los

sistemas (3.7) y (3.8) puede proporcionar una condicidn necesaria mas restringida
para que una curva pertenezca al conjunto An, L.

4. La siguiente condicion suficiente para las curvas del conjunto A™ 3,Lse

formulé anteriormente para el caso del costo de sacudida minimo (n = 3) [52]:

2 _orpw r@)+2r' (5)=const020-r
min_ 9r+ %r 'er™ —24r " -r™ = constante120. (3.9)
O<o=<X

El lado izquierdo de las ecuaciones superiores en el sistema (3.9) es idéntico al lado
izquierdo de la ecuacion superior en la condiciéon necesaria (3.7) y esta restringido
con la restriccién del signo de la constante en el lado derecho.

7Los funcionales de costo Jo(rL, n) para las curvas planar (L = 2) y espacial (L = 3) se usaron en
diferentes estudios de control motor para 6rdenes de diferenciacion n igual a 2-4, €j. [35, 22, 70, 66,
54, 56, 52, 3, 55].

8Por ejemplo, si el parametro o es la longitud euclidiana, la ecuacién es invariante bajo las
transformaciones euclidianas. Si el parametro o es un arco equiafin, entonces la ecuacion inferior del
sistema es invariante bajo transformaciones equiafin.
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y (4)2 = 2x"x(5) =2y "y (5)

Xx(8)+yYy(8)

p de "minimum-snap" planar

criterio en la teoria del control motor

Orden Ecuacioén, caso ejemplar o Derivada de la Comentarios sobre la ecuacion Soluciones conocidas cuando o
general — 2x 'x ecuacion x 'x (4) es un arco equiafin
2 R (3) -2y 'y (3) = const +vy'y(4) =0 Casl) de criterio planar de “aceleracién minima” en la
teoria de Control Motor Parabolas
3 ZTFyX 2" x (4) -2y "y (4) x'x (6)+y'y(6) =0 Casp de "tirébn minimo" plano 2D: Parabolas, circulos [52, 55], espiral
logaritmica [6, 55].
+2x'X (5) +2y'y (5) = constante criterio en la teoria del control motor 3D: linea de tornillo parabdlico [52, 55].
3D: linea de tornillo eliptica
4 x (42, =0 Casg|

2D: parabolas, circulos,
espiral logaritmica 3D:

yo=1

Para curvas 3D L = 3.

+2x "x (6) + 2y "y (6) = 2x'x (7) - 2y 'y (7) = constante lineas de tornillo parabolico y eliptico
(n ° () ©
X +y + x'x (2n) +y'y (2n) = 0 Equacion para caso plano.
n-1
2 (=1)i (x (n=i)x (n+i) (n—i) +yy (n+i) ) = constante
yo=1
ParaL<=n,r={x1,...,xL}p.
n-1 Ko
M2490, =T (n=i) (n+i) - r = constante rr (2n)=g- Espacio L-dimensional. xk(©)= . k=1....Loes

arco equiafin en dimension L.

Tabla 1: Ecuacién superior en los sistemas (3.7), (3.8) que necesariamente cumplen las curvas pertenecientes a las clases A” y An, L respecto a 0. El punto entre nore, |

dos vectores definida en (3.4) y (3.5) respectivamente. Los primos y el orden de diferenciacién entre paréntesis corresponden a la derivada

entre paréntesis en la fila correspondiente al caso n denota el producto escalar de los vectores. Los detalles sobre las soluciones planas mencionadas en la Tabla 1 se

proporcionan en la Tabla 2. Las soluciones espaciales se analizan en la Seccién 5.
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Ejemplo 3.2. ® La derivada temporal del arco equiafin llamado velocidad equiafin = vea =
como sigue: 0° . La derivada.tempgray dé)ld/®sgitiefide arco euclidiana se define como ¢” = veu
=Xx" 2+ 'y 2. La curvatura euclidiana en algun punto de la trayectoria se calcula de la siguiente
manera:

Xy —yx — Vcada
ceu =

('x2+y2)32 Yo

y por lo tanto

13
vea = veu ceu :

Considere la parametrizacion con la curvatura euclidiana elevada a la potencia f:
ey — B L2 .2 e N
VB=veuceu ~ =('x +'y )1/2-3B/2( 'xy"-yx)" - (3.10)

El parametro geométrico correspondiente es igual a la velocidad integrada:
t
aBt) = VBdr

=0
que es una funcién estrictamente monétona para la curva sin puntos de inflexion (aunque no
necesariamente representa un arco de curva en alguna geometria).
Por lo tanto, "B es una parametrizacion legitima de una curva sin puntos de inflexion.
Obviamente, la funcion vectorial

2
x="0B,y="0 B/2

satisface las ecuaciones de la Tabla 1 para n = 2 ya que las derivadas de x, y con respecto a 63
a partir del orden 3 son todas cero. Sin embargo, si se considera que la parametrizacion lineal
de 0”B con respecto al tiempo significa velocidad constante, digamos 0”8 = t, entonces x =t, y =
t2/2 , lo que implica x'y" — y'x" = 1. En a su vez, usar t = "6f3 en (3.10) implica

VB=(x +y)12-332-1B=(1+"0 2)1/2-3p/2=1 cuando B = 1/3.

Entonces hay una contradiccion entre la parametrizacion de la funcion vectorial y la
parametrizacion geométrica de la curva que aparentemente podria estar definida por esta funcion
vectorial. Por lo tanto la funcién vectorial {x = "0f3, y = "0 /2} no representa una cgjrva parametrizada
por 0" cuando B = 1/3, mientras que el caso 3 = 1/3 corresponde a una parametrizacion con

arco equiafin.

4 Arco en las geometrias de grupo afin en el plano
y algunos de sus subgrupos

Se analizaron diferentes tipos de invariancia en los estudios de accion y percepcion del
movimiento. Por ejemplo, se suponen movimientos de la mano punto a punto.

9 Los antecedentes de las nociones geométricas que se utilizan en el ejemplo 3.2 se pueden
encontrar en otros lugares, p. en [64, 28]. Se introducen en el marco del control motor en el Capitulo
2 de [52].
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para producir trayectorias casi rectas. Tales formas corresponden a la invariancia euclidiana;

Se analizaron movimientos mas complejos en los marcos de geometrias equiafines y afines, las
referencias a los trabajos correspondientes se presentan en la Introduccién. En esta seccion
presento los sistemas (3.7), (3.8) para el caso del modelo de tirones minimos (n = 3) suponiendo
una velocidad constante de acumulacion de arco en diferentes geometrias. Las expresiones
para la velocidad del arco de acumulacion que se presentan a continuacién se basan en los
resultados de [64]. La informacion sobre la relacion entre el sistema de ecuaciones derivado
(3.7) y las soluciones candidatas se resume en la Tabla 2.

Los sistemas de ecuaciones presentados en esta seccion representan casos particulares
del sistema (3.7). Los casos particulares correspondientes del sistema (3.8) pueden obtenerse
simplemente reemplazando la ecuacion superior con el producto escalar de las derivadas de
primer y sexto orden del vector de posicion con respecto al arco correspondiente.

4.1 Grupo equiafin

Las transformaciones equiafines de coordenadas involucran 5 parametros independientes y son
de la forma:

x1=ox+By+ayl= aBy =1

yX + dy + b, 5 (4.1)

La velocidad de acumulacién del arco equiafin se calcula de la siguiente manera [64]:

1/3
(4.2)

El sistema (3.7) para n = 3 (caso del modelo de tirones minimos) en el plano se convierte en [51,

52,55]:
wet = constarile,'x (A) - 2yYy @) + 2x 'x (5) + 2y 'y (5) +y “3)
donde la diferenciacién se implementa con respecto al arco equiafin
t
oea = 0 o’ ea(T)dr. (4.4)

El sistema (4.3) se reescribe en (4.10) para el caso en que la curvatura equiafin de una curva es
una funcién conocida del arco equiafin. Los resultados para las soluciones candidatas (parabola,
circulo, espiral logaritmica [55]) son los siguientes:

1. La parabola se parametriza con arco equiafin, hazsta un trans equiafin ea/2. La clase de
formacioén, como sigue: x =cea,y =0 parabolas constituye una solucién obvia
de (4.3) invariante bajo transformaciones afines arbitrarias [52, 55]. Dibujar parabolas
con velocidad equiafin constante minimiza el costo funcional (3.1) y proporciona un costo
cero [51].
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2. El circulo se parametriza con arco equiafin de la siguiente manera:
-3/4 —
X =x0 +K - cos(V keacea
3y ( ) (4.5)

=y0 +« - sin( keacea) .

Aqui kea es la curvatura equiafin [64, 28, 8] (los antecedentes necesarios para el marco
actual se proporcionan en [52]):

e (4.6)
kKea=x"y"'-x"y

La curvatura equiafin es una constante positiva para elipses que incluyen circulos, cero
para parabolas y constante negativa para hipérbolas [64]. El circulo es una solucién no
invariante bajo transformaciones equiafines arbitrarias, sin embargo, los circulos son
soluciones invariantes bajo transformaciones euclidianas (4.20) (traslacién y rotacion)
[62, 55].

3. La espiral logaritmica se puede parametrizar con angulo polar:
x=const-exp(3 )cos ,y=const-exp(B )sen . (4.7)
Introduciendo la parametrizacion con arco equiafin de (4.2) e integrando

doea/d =(const2(1+B 2))1/3-e28 /3

resultados en:

2Boea

3
(oea) =In28 2))-1/3+1-(const2(1+B3

gue se puede s

ustituir en (4.7) para implicar las expresiones para x(gea), ¥(cea).
parentemente, (4.7) f P p) ¢ g )\7(7 [6,)ng. )

r
es solucion para (4.3) solo para el caso 3 = +3/

Las derivadas de primer y tercer orden del vector de posicion de una curva plana r(cea)
con respecto al arco equiafin son paralelas. El paralelismo sigue
de la identidad x = 1 quey 'en-pattictlar, aparece en el sistema (4.3). Aparentemente, la
curvatura equiafin (4.6) de una curva es un factor de escala entre las derivadas de primer y
tercer orden del vector de posicion:

r"(cea) + k(cea)r '(cea)=0

lo que implica la posibilidad de expresar derivadas de orden superior del vector r(cea) en
términos de sus derivadas de primer y segundo orden cuando la curvatura equiafin es una
funcioén conocida de la longitud equiafin. En particular,

"@) =r"(3k"(cea)+k 2(cea))+r '(k"(cea)+4k '(cea)k(cea)).

Por tanto, la derivada de primer orden de la ecuacion superior del sistema (4.3) (r = 0) se
puedé Rlscribir

‘Tt @)=(r ' -r")3k"(cea)+k 2(cea))+r 2 (k"™(cea)+4k (cea)k(cea))=0.
(4.8)
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v _o 1 d o
Notando que r - (r ), la ecuacioén (4.8) implica que
2 doea
1 d ( ) 2k "'(oea) + 4k )= (cea)k(cea) 4.9)
= roo-r : .
2 doea 3k "(0ea) + k 2(cea)
Después de integrar (4.9), el sistema (4.3) se puede reescribir de la siguiente manera:
r - 2
(oea) =rx (0) exp [-2 (F(oea) — F(0))] (4.10)
:yn_xny:=1 , "
donde
k  +4k'k
= ————doea.
F(oea) 23tk ool

4.2 Grupo afin

Las transformaciones afines de coordenadas involucran 6 parametros independientes y son de la forma:

x1=ax+By+ayl= aByd

=0. 4.11
yx + By + b, @)

La velocidad de acumulacion de arco afin se calcula de la siguiente manera10:

xd " 4x/dt4 yd .ox X « X
. - " 4y/dt4 - y Y 1% —
o, ='ceaVkea

(4.12)
donde "oea es la velocidad equiafin (4.2) y kea es la curvatura equiafin (4.6). El sistema (3.7) paran =3
en el plano se convierte en

"2k yx
-2x"x (4) -2y "y (4) + 2x 'x (5) + 2y 'y (5) = constante,
x_ X4 x x . - x 2
XYY" -x"y")- f +12(x'y"-x"y") - " " - , m
(x'y y') - 'y y') vy vy ,
Xy - x"y) 2
(4.13)

Aqui se implementa la diferenciacién con respecto al arco afin oa. Los resultados de las soluciones

candidatas (parabola, circulo, espiral logaritmica) son los siguientes:

1. La longitud afin de la parabola es cero, igual que la longitud ecuafin de la linea recta es cero o la
longitud euclidiana de un punto es cero. Por lo tanto, probar si las parabolas son soluciones del
sistema (4.13) no tiene sentido. La curvatura afin de la parabola no esta definida.

10La férmula para la velocidad de acumulacién de arco afin en [64] contiene un error de imprenta
y, por lo tanto, es diferente de (4.12).
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2. Circulo. Observando que el arco afin es la raiz cuadrada integrada de la curvatura
equiafin (ca = Keadcea_[64]) y que la curvatura equiafin de un circulo —=1/2 es una
constante positiva, se obtiene inmediatamente para un circulo: cea =k ea oa .
Sustituyendo en (4.5) se obtiene:

3/4
x=x0+K .. . - cos(oa)
-3/4 - (4.14)
=y0+k .. . sen(ca)y

que es solucion del sistema (4.13). Los circulos constituyen soluciones no invariantes
bajo transformacién afin arbitraria. La clase de circulos es invariante bajo
transformaciones euclidianas y escala uniforme.

3. Espiral logaritmica. La velocidad de acumulacién del arco afin de la espiral aritmética
logaritmica (4.7) con respecto al cambio del angulo polar  es la siguiente
9+ 2
constante de flujo doa/d = % Asi que sin limitacién de generalidad
3
= 973203. La expresion de la espiral logaritmica (4.7) se convierte en
+

3
v 9+p2 °

x(oa) = const - exp B V 0a cos 9+B2 a

(4.15)
y(oa) = const - exp B oa ser=tg+p2 7952

La espiral logaritmica satisface el sistema (4.13) para 3 que son soluciones de la
ecuacion: 5 - 58 + B = 0 y exfsterdoficiones reales =+ 5+ 2 V 5.

4.3 Grupo afin al centro

Las transformaciones de coordenadas afines al centro involucran 4 parametros
independientes y son de la forma:

x1=ax+ 1 a _
X Byy By =-¢o. (4.16)
=yx + 9y, o
La velocidad de acumulacion del arco afin al centro se calcula de la siguiente manera [64]:
. _ o' 3
o =
,,,,,,, < (4.17)
yy
El sistema (3.7) para n = 3 en el plano se convierte en
et 4T - 2x " (4) = 2y "y (4) + 2x X (5) + 2y 'y (5) = constante,
yx .y,,_xuy’=1 ' (4.18)

xy' = x'y
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La diferenciacion se implementa con respecto al arco centro-afin oca.
Los resultados de las soluciones candidatas (parabola, circulo, espiral logaritmica) son los siguientes:

1. Parébola. La ecuacion (4.17) implica que las coordenadas de una parabola parametrizada
con longitud afin al centro, hasta una transformacion afin al centro, son: x(oca) = 1/

const-exp(acal V 2), y(oca) = 1/(200n;t2 )-exp(\ 20ca). Estas expresiones no satisfacen la
ecuacion superior del sistema (4.18).

2. Circulo. Usando la parametrizacion de un circulo con longitud equiafin como en (4.5), la
ecuacion (4.17) implica, sin limitacion de generalidad, que para un circulo la velocidad
centroafin esta relacionada con la velocidad equiafin de la siguiente manera:

o =kea 8.0,

La curvatura equiafin de un circulo es una constante positiva. Por lo tanto, dibujar un circulo
con una velocidad afin al centro constante es equivalente a dibujar un circulo con una

velocidad equiafin constante. Entonces, el sistema (4.18) se cumple para cualquier circulo,

ya que los circulos satisfacen el sistema de ecuaciones correspondiente para la parametrizacion
equiafin.

3. Espiral logaritmica. El célculo directo basado en (4.17) implica que la velocidad de acumulacion
del arco afin al centro con respecto al cambio del &ngulo polar  de (4.7) es la siguiente

constante doca/d =1+ 2. Sin
S
limitacion de generalidad = mic 1—Bzoa. La expresioén para el logaritmo
+
espiral (4.7) se convierte en
_ 1 1
x(oca) = const - exp B 1+B2 oca cos 1+B2 oca
1 1 (4.19)
y(oca) = const - exp B 1+B2 oca sen 1+B2 oca .

La espiral logaritmica satisface el sistema (4.18) para 8 =+ 5+ 2\ 5. {Son los misr;os B que
en el caso del grupo afin!

4.4 grupo euclidiano

Las transformaciones euclidianas de coordenadas son 3-paramétricas, son de la forma:

x1=xcos(0) -ysen®) +ayl=x

(4.20)
sen(B) +y cos(B) + b ,

La velocidad de acumulacion del arco euclidiano, que es una nocién estandar de velocidad tangencial
cuya integral es igual a la longitud de la trayectoria dibujada, se calcula de la siguiente manera:

o =X 24y 2. (4.21)
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El sistema (3.7) para n = 3 en el plano se convierte en

et hy 2 - 25 (4) - 2y "y (4) + 2x X (5) + 2y 'y (5) = constante,

. . 4.22
2% 4y 2=1. (422)

La diferenciacion se implementa con respecto al arco euclidiano ceu. Los resultados de las soluciones
candidatas (parabola, circulo, espiral logaritmica) son los siguientes:

1. Parabola. La ecuacioén (4.21) implica que las coordenadas de una parabola parametrizada con
longitud euclidiana, hasta la transformacién euclidiana, se derivan de las siguientes dos
ecuaciones: geu(x) = 0.5x V x + 1+ 0.5 In(x+ \ + 1) , y(x) = x 2/2. Estas ex;?resiones no satisfacen
el gistema (4.22) y, por lo tanto, el movimiento con velocidad euclidiana constante a lo largo de
la parabola no minimiza el tirén. También se puede concluir el mismo resultado del hecho de
que la trayectoria de dibujar una parabola con velocidad equiafin constante (que minimiza el
tiron) es diferente de la trayectoria de dibujar la misma forma con velocidad euclidiana constante,
por supuesto, las duraciones de ambas trayectorias son iguales.

2. Circulo. EI movimiento con velocidad euclidiana constante a lo largo de un circulo es equivalente
al movimiento con velocidad angular constante, por lo tanto, también es equivalente al

movimiento con velocidad equiafin constante. Entonces el sistema (4.22) se cumple para
circulos.

3. Espiral logaritmica. El calculo directo basado en (4.7) y (4.21) implica que la velocidad de

acumulacion de la longitud del arco euclidiano con respecto al cambio del angulo polar  esla
2

siguiente expresiéon doeu/d =1+ exp(B
Sin limitaciéon de generalidad  =1In —— oeu /B. el expreso
1+8
sion para la espiral logaritmica (4.7) se convierte en
x(ceu) = constante - —=2==0eu cos In —bB—geusp
Vo1+B2 \ 14p2
(4.23)

y(oeu) = constante —L—ceupecado In —E—oeu /B.
N 142 V142

1 La espiral logaritmica satisface el sistema (4.22) para B = + . Estos valores\ 5 de B son
diferentes de los valores de 3 en los casos en que se acumulan arcos equiafines, afines o
afines al centro con velocidad constante mientras se minimiza el funcional de costo.

4.5 Pseudosoluciones

Llamo pseudosolucion a una funcion vectorial que satisface la ecuacion superior del sistema (3.7) pero
no satisface la ecuacion inferior del sistema. En

)-



Machine Translated by Google

17

en otras palabras, la funcién vectorial no representa una curva para una parametrizacion
geométrica dada. El ejemplo 3.2 demostré una funcion vectorial que es

una solucion en parametrizacion equiafin y solo una pseudo-solucion en un conjunto

de otras parametrizaciones. Aparentemente, hay mas ejemplos de este tipo. Cuando

B =1x5+2+5 (los mismos valores de B se obtuvieron en los casos de logaritmica

espiral parametrizada con arcos afines o afines al centro) los siguientes dos vectores
funciones:

x(0) = cos(o) cosh(Bo)

y(0) = sin(o) cosh(Bo) , (4.24)

x(o) = cos(o) senh(Bo)

y(0) = sen(o) senh(Bo) , (4.25)

satisfacen la ecuacion superior en el sistema (3.7) pero no representan una curva
parametrizado por alguno de los anteriores (equiafin, afin, centroafin,
euclidianas) parametrizaciones.

4.6 Resumen de soluciones planas conocidas y algunas
pseudosoluciones

Los resultados de la seccion 4 para las soluciones candidatas y pseudosoluciones en 2
las dimensiones y el orden de la suavidad de la trayectoria n = 3 se resumen en la Tabla

2.
Objeto invariancia Equi-afin Afin Euclidiano afin 4l centro
arco arco arco arco
Parabola Afin Cualquier Irrelevante Ninguno Ninguno
Circulo - Euclidiana Cualquier Cualquier Cualquier Cualquier
- Escalado uniforme

Logaritmica - Espiral euclidiana Cuando B = JQuando 3 = Cuando 3 = Cuando § =

(4.7) “espiral - Escala uniforme +3/|N 7 +5+2 V5 5+ 25 1/ 4 h B

cosh” (4.24) Pseudo- Pseudo- Pseudo- Seudo-
solucion solucion solucion soluciéon

“espiral Pseudo- Pseudo- Pseudo- Seudo-

sinh” (4.25) solucioén solucioén solucioén solucion

Tabla 2: Soluciones conocidas y dos pseudosoluciones del sistema (3.7) y
(3.8)) en plano para orden de suavidad de trayectoria n = 3 y param eterizaciones
geométricas invariantes en grupo afin y tres de sus subgrupos. Invariancia de

la clase de curvas y el valor del parametro 3 de la espiral logaritmica son
indicado.
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4.7 Condicion suficiente

La condicion suficiente (3.9) para que una curva pertenezca al conjunto A™ definido emé&.4) se cumple
para parabolas y circulos. Para la espiral logaritmica, la condicion suficiente se satisface solo para una
parte de los valores de 8 de la Tabla 2, como se demuestra en la Tabla 3. Las espirales logaritmicas
con valores de 3 en la Tabla 3 son soluciones del problema de minimizacién (3.2) con condiciones de
contorno11 (pueden ser soluciones del problema de minimizaciones sin condiciones de contorno pero
esto no ha sido probado). Se debe implementar una prueba diferente para espirales logaritmicas con
valores de B que no aparecen en la Tabla 3 para identificar si realmente pertenecen al conjunto A™

n, |

Equi-afin Afin Euclidiano afin al gentro
arco arco arco arco
| B | 3IN7 —5¢V5—5¢\ls 15

Tabla 3: Espiral logaritmica con los valores de B en la tabla satisfacen la condicion suficiente (3.9) para

el problema de optimizacion (3.2) con condiciones de contorno.

5 Soluciones en espacio para parametrizacion con
Arco equiafin 3D

Las transformaciones equiafines de coordenadas en el espacio involucran 11 parametros independientes
y son de la forma:

x1=al1x+a12y+al13z+ayl =02 al1a11a13
Ix+022y+0a23z+bz1=a3 1x +a3 a210a21023 =1. (5.1)
2y + a3 3z + ¢, a31031a33

La velocidad de acumulacion del arco equiafin espacial se calcula de la siguiente manera [64]:

e e X 1/6
C'ea3 = y v Y (5.2)
z z' z
El sistema (3.7) para n = 3 en el espacio se convierte en
v monig 4, ', (5)
veces 4y -2x"x(4)-2y"y (4)-2z"z(4)+2x'x (5) +2y 'y (5) + 2z Z 7/ = constante,
X_ X ) X
y, =1,
, z
z z

(5.3)

11Las condiciones necesarias (3.7), (3.8) se satisfacen con las soluciones de optimizacion
problemas: 1) con condiciones de contorno (3.2) y 2) sin condiciones de contorno (3.3).



Machine Translated by Google

19

0, después de derivar ambos lados de la ecuacion superior en (5.3)

XX (5.4)

La diferenciacién se implementa con respecto al arco equiafin espacial

t
cea3 = 0" ea3(T)dr. (5.5)
0
Las siguientes dos curvas son soluciones conocidas del sistema (5.4).

1. La linea de tornillo parabdlico [52] se parametriza con arco equiafin espacial, hasta una
transformacion equiafin espacial, de la siguiente manera:

x = gead
y=cea32/2z= (5.6)
cea3 3/6 .

Obviamente, la linea de tornillo parabdlico es una solucién invariante bajo transformaciones
equi-afines espaciales arbitrarias. La clase de lineas de tornillo parabdlico es invariable
bajo transformaciones afines espaciales arbitrarias.

2. Lalinea de tornillo eliptica se parametriza con arco espacial equiafin, hasta un
transformacion espacial equiafin, como sigue:

x=acosa-1/3cea3y=a
sen a —1/3cea3 z = a (5.7)
-1/3cead .

Las transformaciones euclidianas espaciales y la escala uniforme espacial de las lineas de
tornillo elipticas también constituyen soluciones del sistema (5.3). Las transformaciones
equi afines arbitrarias de la linea de tornillo eliptica de la forma (5.7) no seran
necesariamente soluciones del sistema (5.3).

Condicion suficiente (3.9) para el problema de optimizacion con fronteras (3.2) 12+3V 6 10
. . " . ) 12-3V6
se cumple para la linea de tornillo parabdlico cuando ocea3 esta fuera del intervalo  ——g—

La linea de tornillo eliptica pertenece a la clase de soluciones del problema de optimizacién con
condiciones de contorno ya que satisface la condicién suficiente (3.9).

6 Mas casos

Ciertas soluciones para una serie de casos especificos de la ecuacién se han considerado
anteriormente: dimensién L = 2, 3; suavidad de la trayectoria (de orden 3); y
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parametrizacion en 4 geometrias. En primer lugar, puede haber mas soluciones para las
ecuaciones consideradas. En segundo lugar, otros casos de la ecuacion, por ejemplo.
cuando el orden de suavidad de la trayectoria n = 4, podria poseer tanto las conocidas
para n = 3 como otras soluciones. En caso de parametrizacion equiafin, todas las
parabolas y circulos son soluciones para el caso n = 4, al igual que en el caso de n = 3.
Sin embargo solucién de la clase de espirales logaritmicas (con B = (43 + 4V 97 )) es
diferente de la espiral logaritmica que es solucion para el cason =3 (B = +3/V 7). La
consideracioén de sistemas de ecuaciones bajo diferentes combinaciones de dimension,
orden de suavidad de trayectoria y parametrizacion geométrica podria conducir a mas
soluciones cuya candidatura a ser primitivas de movimiento geométrico puede analizarse
mas a fondo.

7 Epilogo

La siguiente idea de un destacado matematico del siglo XX, Andrey Kolmogorov, anticip6
la idea sobre la existencia de primitivos de movimiento geométrico [38]: “Si nos dirigimos
a la actividad humana — consciente, pero sin seguir las reglas de la légica formal, es
decir, intuitiva o actividad seme-intuitiva, por ejemplo a las reacciones motoras,
encontraremos que la alta perfeccion y nitidez del mecanismo del movimiento continuo
se basa en los movimientos del tipo geométrico continuo ... Se puede considerar, sin
embargo, que esto no es una objecion radical contra los mecanismos discretos. Lo mas
probable es que la intuicion de las curvas continuas en el cerebro se realice en base al
mecanismo discreto”.12

En mi opinion, la idea de Kolmogorov significa que la representacion de las curvas en
el cerebro se basa en primitivas geométricas que forman parte de los “mecanismos
discretos”. La forma de representar las “curvas continuas en el cerebro” que en realidad
estan compuestas por primitivas geométricas podria ir mas alla de la planificacion de
trayectorias y corresponder también a procesos de percepcion e imaginacion geométrica.
Ademas, especulo que en cierto nivel jerarquico de los procesos cognitivos, los
"mecanismos discretos" de los movimientos complejos y el habla se cruzan. Las
observaciones de la representacion de baja dimension de los movimientos de garabatos
de monos con primitivas parabdlicas y la concatenacion de segmentos parabdlicos
relacionados con la recompensa en trayectorias complejas [53] respaldan la viabilidad de esta especulacion.

ANEXOS
Una derivacién de la Proposicion 3.1

Se da la parametrizacién geométrica o de una curva. La regla o(t) de acumular o con el
tiempo a lo largo de la curva es estrictamente mondtona y derivable tantas veces como
sea necesario. Observando que existe una correspondencia biunivoca entre ty o, para
la funcién o(t) [0, Z] defina una funcién inversat=1(0) [0, T].

12Traducido del ruso por FP.
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Se utiliza la siguiente notacion:
d
vEVE)E =0'(t) t=1(0).
dto(t) t=1(0) (o)
Ademas, la siguiente propiedad basada en la regla de la cadena se usa para una funcion
diferenciable f:
do ddf(o) =0’ f(o)
—=vf', do de— (A1)

dtf(o(t)) = dat
donde prima denota diferenciacién con respecto a . Asi, por ejemplo, dos derivadas de orden
superior de o con respecto al tiempo seran:

doe d d
W= W(G) = _O'(t) = .. [V(O'(t))] =V __'y=v v (Az)
dt2 t=1(0) dt t=1(0) do
d3
j=i(0) = o(t) dt3 t=rfo) vdodw=v"v="22+v.

Sin limitacién de generalidad, se implementaran derivaciones adicionales para trayectorias
en 2 dimensiones. Las derivaciones para las trayectorias en 3 o0 mas dimensiones son
idénticas. Asi que considere Jo(rL, n) de (3.1) con L = 2 y use (A.1) para implementar el

cambio de variables:

T ) 5
Jo(r2,n) = d nxc(lfn(t)) . d n;:j(;(t)) dt = 3
0
> 2 2
1 odmem) T, dnye) do =
v dtn dtn
0 t=1(0)
: 1
Ven(x 'x(n),x", oy LY e y(n) s vV, L v(n=1))do,

0

donde In denota la expresion parametrizada con o:

dnx(o(t) +  dny(®) _ (A.4)

en= dtn dtn

Por ejemplo:
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Ejemplo A.1. En el caso de n = 3, se tiene:
T z
Jo(r2, 3) = (X2+ y2)dt= " X"2 +y "2y 6+
0
"2"2+y 22 22+y
9(X )W + (X )” 2 + 6(X g y my n)v 4w +
2(me, +y"y’)v 3+6(x”x’+y"y’)ijd0=
Z 1 ’ ’
- 3 XXy Yy VLV V) do
0
conw, jde (A.2).

Abordo los problemas de optimizacion (3.2) y (3.3) con un método estandar del calculo de
variaciones, la ecuacion de Euler-Poisson (EP) con multiplicador de Lagrange (ej. [23]). El
multiplicador de Lagrange (A) se utiliza para garantizar que el

z do
velocidad de acumulacion del arco es factible: T= T.
0
d '
d(pulgadas/_ _ d(In/v)) ov ro-
EP(ENN) = Ypugadas T (O(Iniv))ov’ | BURhg-2v: (A5
V) v do do2 '
dn-1 0 1
O Gon—1 ”a_ v o
av(n-1) v
=v(2n-3)(...)+Vv(2n-4)... )+ ... +V '(...)
0 1 0
+v 2n-2 —_— = =0.
()*+ Ay, v (A.6)

Todas las derivadas de v en las expresiones entre corchetes (. . .) en (A.6) tienen un orden menor

qge 92I orden de la derivada de v multiplicando los corchetes. Notese que el término en (A.6)
e representa el valor de la velocidad elevado a 2n - 2y no

el orden de la derivada. Entonces la expresion

2n-2v i l
ERALPY

<

es la Unica parte de (A.6) que no contiene derivadas de v. Denotemos con pn la expresion entre
paréntesis multiplicada por v para que la ecuacion de Euler-Poissé?r8A.6) pueda reescribirse como
sigue:

EP()=v(2n-3)(...)+v(@2n-4)...)+...+vVv ’(...)+v2n—2pn+)\ T - =0

(A7)

ahora como un

Ejemplo A.2. Considere el caso del criterio de minimo tirén, en otras palabras, la suavidad de
tercer orden. Utilizando derivaciones idénticas a las utilizadas en
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[52], la ecuacién de Euler-Poisson correspondiente a (A.6) sera la siguiente:
Vi) +v (L)Y ()
"2 2 " ' o 1
A Tay T T2X(A)-2yy@)raxx(5)+2y y@) A 7 S0
Aqui o
=x 3 Y 2% (4) -2y (4)+ 2% (5)+2y

La v deseable para la solucién éptima es constante, segun (3.4).
Por lo tanto, todas las derivadas de v son cero y la ecuacion de Euler-Poisson para la v deseada
se reduce a lo siguiente:

A
v2n-2un- — =0.
ov_

Como se indico anteriormente, v, A son constantes, por lo tanto, bajo el supuesto de v = 0, que
obviamente tiene lugar,

un = const. (A.8)
Proposicion A.3.
2 2
un = x M wy M —2x =1 (n+1) +y (n-1)y (n+1) +2x (N=2)x (1+2) +y (n-2)y (n+2)
Fo o (=1n=1-2x’% (2n-1) +y yenn
o0 mas formalmente
2 n-1
in=x M ey M 202y (nmigx () (i) (ne) +yy L (A9)

yo=1
que es la versién bidimensional de la ecuacién superior en el sistema (3.7).

Prueba. Para encontrar la expresion de pn implemente la diferenciacién en la ecuacion de Euler-
Poisson (A.5). Aparentemente, el argumento del funcional de costos de (A.3),

d nx(o(t)) 2+ dny(ol)
dtn dtn

se puede dividir en las partes x e y y, por lo tanto, el argumento funcional In de la ecuacién de
Euler-Poisson también se puede dividir:

Entrada = Entrada, x T €N, y dtn dtn ) (A 1 0)
t=1(0)

_ d nx(o(t)) 2 ,  dny(a(®)

El resultado de la diferenciacion en la parte x

2
= dnx(o(t)

enx - (A1)

t=1(0)
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- d nxécgtn
es idéntico al resultado de la derivacién en la parte y In, y n
t=1(0)
hasta el nombre del argumento (x siendo reemplazada por y).
Entonces, sin limitacion de generalidad, implemento la prueba solo para la parte x y necesito

probar que
2
en x T dnx(o(t) =
(E-P) v =(E-P) v dtn (A.12)
t=1(0)
2n-2 2
=v n x = 2x(n=1)x (n+1) + 2x (n-2)x (N+2) + .+ (-1)n=1 - 2x 'x (2n-1)
0 1
tv (.)+v"(. )+, +YV (n) (...)+ Ax 67 "

El resultado de que la parte y sea idéntica a (A.12) con el reemplazo adecuado de los términos x
con los términos y descritos anteriormente implicara inmediatamente la igualdad (A.9) que estoy
demostrando.

Ahora la expresion para d nx(o(t))/dtn sera reescrita y parametrizada con ¢. Las derivadas
temporales de x(o(t)) parametrizadas por ¢ se calculan de la siguiente manera:

_ dx do
I t= = —i— '=xv
x| t=1(0) dodt
=v- =x"v 2+ W
x| t=1(0) X'| t=1(0) X
- . -y " 3 n,n ' " 2 " '
X t=0) v X t=1(0) =XV +3XV" ol TEX VYV 24V (X ),
Se puede demostrar por induccion que
dnx(o(t) -y X (n=(k=1)V (k=1) (n) + xv + vOvi oy
din t=1(0) k=2 k yo, j>0

(A.13)
Las expresiones denotadas por (. . .) y multiplicadas por v (i)v (j) en (A.13) son irrelevantes en
nuestras deducciones como su contribucién a la suposicion S€ pondra a cero bajo el
de velocidad constante In, x (v = const).
La expresion (A.13) implica para la derivada al cuadrado:

2
2
d nx(o(t)) -y 2n-2 " x (n—(k=1)v (k=1) +xv (M (A.14)
dtk 2 K '
t=1(0) k=2
+ W () (...) = BV () (.. )
yo, j>0 yo, j>0
2 norte
+v 2n-2 X oy 2vx(n)n k x (n=(k=1))v (k=1)

k=2
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Entonces para In, x de (A.11)
2n-1 2 2n-2
enx ., " x (M +2.y " -x (Mn x (n—(k=1))v (k-1) + o)W () (...) (A.15)
v
k=2 y0,j>0
y la ecuacién de Euler-Poisson (A.6) para In, x/v sera la siguiente:
enx 9 1 2n-2 2 2 d 2n-2v (n-1)
N = — — _ X (norte) - " — .+ X (orte) .y -
(E-P) N Ax ov M (2n-1)v 2 do
w d?
+2 —— vR2 M x0=2) 4
3 do2
n—
o re 20-2 (n) v - '
- P . XX + \ =
*(n-1 -2 w  don-1 . o))
yo>
o 1 2
2n-2
Vi) (. )rav T T+ @n= ) XMy
yo>0
o k-1 o2
2 il T T ey .y (n=(k-1))
k=2 (=11 k re dok—1 (A.16)

Los valores de los coeficientes binomiales en (A.16) forman una rebanada del triangulo de Pascal
sin dos numeros en el limite. Una propiedad del triangulo de Pascal que presento en otra parte implica

que
2n-2 2 1 on= 2y (n=k=1)
_ - X (nore) + 2n/_ _ e - - x ore) .y (N=(k= =
(en =1 (k1 k dok-1
k=2
2
2n-2v o _ _
X (ore) 2xX (N=1)x (n+1) + 2x (N=2)x (N+2) + . . . & (-1)n=1 - 2x X (2n-1)
y entonces
= g, 2n-2 2
(E-P) s = Vi) )+ T TtV X e = 2x (n=1)x (n+1) +
ov v
yo>0

2x (=2 (+2) +  + (=1)n—1 - 2x X (2n-1)

lo que completa la prueba de la Proposicién A.3, lo que significa que la Proposicion 3.1 es verdadera.

|
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