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При  измерении  напряжений,  создаваемых  внешними  нагрузками,  действующими  на  компонент,  
метод  прямого  измерения  напряжений  доступен  редко.  Гораздо  чаще  применяются  косвенные  
измерения,  например,  путем  регистрации  полей  деформаций,  создаваемых  приложением  внешних  
нагрузок  по  отношению  к  конфигурации,  в  которой  (иногда  неявно)  предполагается,  что  они  
отсутствуют  [1].  Например,  тензорезисторы  измеряют  деформации ,  относящиеся  к  моменту  их  
приклеивания;  Кроме  того,  бесконтактные  методы ,  такие  как  корреляция  цифровых  изображений  
(DIC)  [2–6]  или  электронная  интерферометрия  спекл-паттернов  (ESPI)  [7–9],  измеряют  изменения  в  
полях  смещения  путем  сравнения  начального  и  конечного  состояний.  Затем  для  восстановления  
напряжений  используются  конститутивные  модели  материала  —  обычно  упругие .  В  случае  
остаточных  напряжений,  действующих  в  отсутствие  внешних  нагрузок  и  возникающих  в  
первую  очередь  для  восстановления  совместимости  полей  перемещений,  развивающихся  в  
процессе  производства,  критическим  недостающим  элементом  является  именно  ненапряженное  
исходное  состояние,  и  это  отсутствие  является  возможно,  принципиальная  трудность  измерения  остаточных  напряжений  [10].
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Дифракционные  методы  [11]  решают  этот  вопрос,  измеряя  абсолютное  расстояние  между  
плоскостями  кристаллической  решетки  и  сравнивая  его  с  эталонным  ненапряженным  значением,  полученным  для
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Аннотация:  С  помощью  методов  релаксации  остаточные  напряжения  могут  быть  получены  путем  создания  

прогрессивного  разреза  или  отверстия  в  образце,  а  также  путем  измерения  и  определения  возникающих  в  

результате  деформаций  или  смещений.  Если  разрез  можно  считать  контролируемым  дефектом,  похожим  на  

трещину,  то,  используя  принцип  суперпозиции  Бюкнера,  ослабленные  деформации  можно  смоделировать  с  

помощью  взвешенного  интеграла  остаточного  напряжения,  снимаемого  разрезом.  Для  оценки  остаточных  

напряжений  необходимо  решить  интегральное  уравнение .  С  практической  точки  зрения  решение  обычно  

основано  на  методе  дискретизации,  который  преобразует  интегральное  уравнение  в  линейную  систему  

алгебраических  уравнений,  решения  которой  можно  легко  получить,  по  крайней  мере,  с  вычислительной  точки  

зрения.  Однако  линейная  система  часто  оказывается  существенно  плохо  обусловленной.  В  этой  статье  показано,  

что  его  плохая  обусловленность  на  самом  деле  является  следствием  гораздо  более  глубокого  свойства  

основного  интегрального  уравнения,  которое  отражается  также  в  дискретизированной  ситуации.  На  самом  деле  

исходная  задача  некорректна.  Эта  некорректность  —  не  что  иное,  как  математическая  софистика;  действительно,  

это  глубоко  влияет  и  на  свойства  дискретизированной  системы.  В  частности,  это  вызывает  так  называемый  

компромисс  между  предвзятостью  и  дисперсией,  свойство,  которое  влияет  на  многие  экспериментальные  

процедуры,  в  которых  аналитик  вынужден  вносить  некоторую  предвзятость,  чтобы  получить  решение,  которое  

не  подавляется  шумом  измерений.  В  свою  очередь,  если  оно  не  подкреплено  здравыми  и  разумными  физическими  

предположениями  о  некоторых  свойствах  решения,  вносимая  погрешность  потенциально  бесконечна  и  ухудшает  

любой  метод  количественной  оценки  неопределенности.  В  поддержку  этих  тем  представлен  наглядный  

численный  пример  с  использованием  метода  соответствия  трещинам  (также  известного  как  разрезание) .  Наличие  

весовой  функции  линейно-упругой  механики  разрушения  для  задачи  позволяет  полностью  аналитически  

сформулировать  исходное  интегральное  уравнение,  с  помощью  которого  предотвращается  погрешность  из-за  численной  аппроксимации  физической  модели.
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ε(h)  = (1)A(h,  z)  σ(z)  dz

Благодаря  принципу  суперпозиции  Бюкнера  [20]  все  еще  возможно  восстановить  напряжения,  
действуя  следующим  образом.  Предполагается,  что  измеряемые  остаточные  напряжения  принадлежат  
диапазону  соответствующего  функционального  базиса  [21]  (часто  кусочно-постоянные  функции  или  
полиномы).  Затем  линейность  упругой  задачи  используется  для  создания  историй  деформаций,  
соответствующих  выбранному  базису  напряжений.  Наконец,  эта  линейная  зависимость  инвертируется  
для  получения  необходимых  напряжений  на  основе  измеренных  деформаций.

где  h  характеризует  геометрические  свойства  разрыва  доменов  (например,  длину  разреза),  а  z  
выступает  в  качестве  пространственной  координаты  в  образце.  Фактически,  уравнение  (1)  утверждает,  
что  для  данной  длины  разреза  h  возникающие  деформации  представляют  собой  взвешенную  сумму  (с  
весами,  обозначенными  как  A(h,  z))  остаточных  напряжений,  которые  были  ослаблены  разрезом,  как  
Податливость  компонента  зависит  поточечно  от  места  снятия  напряжений  [17,22–24].  A(h,  z)  обычно  
называют  функцией  влияния,  калибровочной  функцией  или  ядром  задачи;  в  дискретной  ситуации  она  
становится  тем,  что  обычно  называют  калибровочной  матрицей  задачи.  Очевидно,  что  фактическая  
форма  уравнения  (1)  зависит  от  конкретной  задачи,  хотя  эта  математическая  структура  обычно  
сохраняется.

Как  хорошо  известно  в  литературе  по  остаточным  напряжениям,  определение  напряжений  от  
деформаций  с  помощью  уравнения  (1)  представляет  собой  проблему,  которая  существенно  ухудшает  
точность  используемых  измерительных  приборов,  поскольку  результирующий  расчет  часто  
чрезвычайно  чувствителен  к  ошибкам  ввода  [25].  Формально  можно  сказать,  что  задача  очень  плохо  обусловлена.

В  предыдущих  работах  авторов  [28–31]  обсуждение  было  сосредоточено  на  методе  сверления  
отверстий,  уравнение  которого  в  точности  совпадает  с  уравнением  (1).  В  этой  статье  показано,  что  важный  
класс  методов  измерения  остаточных  напряжений,  заимствованный  из  механики  разрушения  и  подпадающий  
под  название  методов  податливости  трещин,  страдает  от  тех  же  эффектов,  хотя  уравнение,  на  котором  они  
основаны,  может  выглядеть  следующим  образом:  немного  отличается  от  уравнения  (1).  В  связи  с  этим  работа  
направлена  на  улучшение  понимания  математических  основ,  на  которых  основан  метод.

В  общем  случае  тот  факт,  что  деформации,  возникающие  методами  релаксации,  можно  
вычислить  путем  суммирования  отдельных  вкладов  от  каждого  поточечного  значения  поля  
напряжений,  представляется  интегральным  уравнением,  типичный  вид  которого  имеет  следующий  вид:

По  технологическим  причинам  зачастую  невозможно  получить  доступ  ко  всему  полю  
деформаций,  что  позволило  бы  поточечно  определить  полные  поля  напряжений.  Вместо  этого  доступны  
только  измерения  определенных  компонентов  деформации  в  пределах  подобласти  анализируемого  
образца  по  мере  продвижения  процесса  резки  или  удаления.  При  использовании  тензорезисторов  
каждая  сетка  обеспечивает  приближенное  поточечное  измерение  одной  составляющей  деформации.  
В  случае  полнопольных  методов  измеряемая  деформация  в  лучшем  случае  является  деформацией  
внешних  поверхностей  детали  с  ограниченным  пространственным  разрешением,  которое  зависит  
от  конкретного  измерительного  инструмента.

этот  конкретный  материал  с  использованием  соответствующих  методов.  Этот  процесс  дает  
деформацию,  вызванную  напряжениями,  что  затем  позволяет  рассчитать  их  с  использованием  
подходящих  определяющих  моделей.  С  другой  стороны,  методы  релаксации  физически  воссоздают  
ненапряженное  состояние  путем  удаления  или  отключения  части  домена  компонента  [12–19].  Это  
действие  обнуляет  определенные  компоненты  напряжения,  вызывая  измеримые  деформации,  которые  
можно  соотнести  с  ранее  действующими  значениями  остаточных  напряжений.  Другими  словами,  
процесс,  обычно  используемый  для  напряжений,  вызванных  внешними  нагрузками,  метафорически  
следует  в  обратном  порядке,  измеряя  деформацию,  вызванную  снятием  измеряемых  напряжений.
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Авторы  отметили  в  [26,27] ,  что  плохая  обусловленность  задачи  на  самом  деле  является  просто  симптомом  
другого  особого  (и,  возможно,  более  важного)  математического  свойства,  называемого  некорректностью,  
которое,  как  известно,  влияет  на  уравнение  (1)  из-за  математическая  литература.  Его  основной  
характеристикой  является  отсутствие  непрерывности  решения  по  исходным  данным,  что  с  практической  
точки  зрения  приводит  к  решениям,  имеющим  потенциально  бесконечные  ошибки,  полученные  от  средств  
измерений  с  конечными  доверительными  интервалами.
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•

2.  Теоретическая  основа  2.1.  

Методы  обеспечения  соответствия  взломам

•

Работа  организована  следующим  

образом:  •  В  разделе  2  представлены  методы  податливости  трещин  и  их  фундаментальные  
уравнения ,  основанные  на  некоторых  основных  понятиях  механики  разрушения  и,  таким  
образом,  приходящие  к  уравнению  задачи  о  восстановлении  остаточных  напряжений.

Одним  из  наиболее  интуитивно  понятных  способов  механического  отсоединения  части  
компонента  для  анализа  остаточных  напряжений  является,  пожалуй,  разрез,  в  результате  которого  
создаются  две  новые  поверхности,  на  которых  вектор  тяги  становится  нулевым.  Соответствующий  
метод  измерения  остаточных  напряжений  первоначально  назывался  методом  податливости  трещины  [16]  
и  только  в  последующие  годы  он  стал  известен  как  метод  продольной  резки  [32].  Если  сохраняется  
линейность  задачи,  то  справедлив  и  принцип  суперпозиции  Бюкнера  [20] ,  поэтому  поля  деформации ,  
создаваемые  разрезом,  эквивалентны  полям  деформации,  возникающим  в  результате  приложения  тяг  
противоположного  знака  к  тем,  которые  первоначально  действовали  на  созданные  поверхности  (рис.  1).

В  разделе  4  обсуждаются  практические  последствия  для  аналитика,  который  должен  учитывать  
некорректную  постановку  при  измерении  остаточного  напряжения.

В  разделе  3  полученные  уравнения  используются  для  проведения  численных  
экспериментов,  выявляющих  особенности  некорректности.

Прил.  Мех.  2024,  5 477

(б)

(а)

Благодаря  широкой  доступности  анализа  методом  конечных  элементов  (FE),  современное  
состояние  методов  релаксации  развилось  до  прямого  создания  калибровочной  матрицы  задачи  в  
дискретной  форме  посредством  численного  моделирования  –  как  на  рисунке  2  –  даже  несмотря  на  
то,  что  эта  разработка  иногда  могло  привести  к  игнорированию  исходной  математической  природы  
проблемы .  Учитывая  их  высокую  точность,  тензорезисторы  обычно  размещаются  на  передней  или  
задней  стороне  образца  для  регистрации  деформаций  на  поверхности  образца  вместо  использования  
устройств  измерения  смещения.  В  любом  случае,  независимо  от  того,  используются  ли  на  самом  
деле  измерения  смещения  или  деформации,  получается  линейная  система.  Как  объяснено  в  [26,27],  получается  просто

Рисунок  1.  Классическое  применение  принципа  суперпозиции  Бюкнера.  Надрез  в  образце  выполняют  в  зоне,  где  

присутствуют  растягивающие  остаточные  напряжения.  Это  действие  генерирует  поля  смещения,  которые  эквивалентны  

полям,  полученным  с  помощью  простой  упругой  граничной  задачи,  изображенной  на  рисунке,  где  приложенные  тяги  

просто  меняют  знак.  (a):  Именование  геометрических  переменных:  длина  трещины  a,  пространственная  координата  x  и  

ширина  образца  W.  (b):  Эквивалентная  краевая  задача,  имеющая  цветовую  маркировку  по  величине  смещений  вдоль  

нормали  к  поверхности  трещины.  Тракции  представлены  красными  стрелками.
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(SIF)  для  двумерной  краевой  задачи,  содержащей  трещину  длиной  a,  можно  вычислить  с  помощью  
следующего  уравнения  [35]:

КИ(а)  �а

(7)

(3)

1

которое  представляет  собой  еще  одно  интегральное  уравнение,  связывающее  σ(x)  и  измеримую  величину  
v0(a),  хотя  и  несколько  более  сложное,  чем  уравнение  (2).  Ядерная  функция  ψ(a,  x)  имеет  единицы  измерения  
1/Length  и  сохраняет  некоторые  свойства  весовых  функций,  в  том  числе  наличие  интегрируемой  особенности.

где  h(a,  x)  —  весовая  функция  (ВФ),  которая,  как  можно  показать,  зависит  только  от  геометрии  тела  с  
трещиной.  Как  показал  Райс  [36],  если  KI(a)  и  смещение  поверхности  трещины  v(a,  x),  измеренное  от  
недеформированной  поверхности  трещины,  известны  для  данной  нагрузки  режима  I,  то  h(a,  x)  может  
эффективно  быть  вычислен  как

Поскольку  h(a,  x)  легко  доступен  —  в  худшем  случае,  посредством  разложения  в  ряд  —  для  
многих  двумерных  геометрий,  можно  использовать  уравнения  (2)  и  (3),  чтобы  записать  связь  между  
желаемыми  остаточными  напряжениями  и  другими  измеримыми  величинами.  Например,  по  мере  
постепенного  появления  более  длинной  трещины  можно  измерить  SIF  с  помощью  выбранного  метода  
(например,  метода  фотоупругости  [33])  и  соотнести  его  с  σ(x)  с  помощью  уравнения  (2),  которое  само  по  
себе  имеет  очень  важное  значение.  математическая  структура  аналогична  уравнению  (1).  По  сути,  
оба  они  являются  интегральными  уравнениями  Вольтерра  первого  рода  [37].

h(s,  0)  h(s,  t)  σ(t)  dt  ds

Напомним,  что  Э

(2)

ч(с,  0) h(s,  t)  σ(t)  dt  ds

1
(4)

(6)

1

Э

и  написать

ψ(a,  x)  �  h(a,  0)  h(a,  x)

(8)

h(a,  x)  σ(x)  dx

Подставив  KI(s)  в  уравнение  (2)  и  переставив:

Е'  
1

в  точке  х  =  а.

зависит  от  того,  предполагаются  ли  условия  плоского  напряжения  или  плоской  деформации.

(5)

h(s,  0)  KI(s)  ds

Тогда  можно  определить

ψ(s,  t)  σ(t)  dt  ds

До  того,  как  анализ  КЭ  стал  стандартом  для  построения  калибровочных  матриц,  методы  податливости  
трещин  имели  огромное  преимущество,  позволяя  использовать  теоретические  результаты  механики  
разрушения  для  формулирования  уравнений  решения  проблемы  [33,34].  Фактически,  поля  решений,  
соответствующие  плоской  трещине  в  полубесконечной  или  прямоугольной  области,  являются  одними  
из  наиболее  распространенных  результатов  механики  разрушения  [35],  которые  можно  использовать  
для  получения  уравнения  типа  уравнения  (1) ,  не  прибегая  к  численным  расчетам. .

а

а

а

0

а

с

с

0

0

0

0

0
а

с

0

0

Например,  для  данного  нормального  сцепления  поверхности  трещины  σ(x)  коэффициент  интенсивности  напряжений

Уравнение  (8)  не  требует  анализа  КЭ  для  определения  остаточных  напряжений  (поскольку  ψ(a,  x)  обычно  доступно )  

и  имеет  большое  практическое  значение,  поскольку  смещение  раскрытия  трещины

В  качестве  альтернативы  можно  измерить  смещение  раскрытия  устья  трещины  (CMOD)  2v(a,  0)  и  соотнести  его  с  

остаточными  напряжениями,  действуя  следующим  образом.  Из  уравнения  (3)  имеем

дискретная  реализация  интегрального  уравнения,  такого  как  уравнение  (1),  которое  тогда  сохраняет  все  свои  
фундаментальные  проблемы.
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�v(a,  
x)  h(a,  x)  =

v0(а)  =

v(a,  0)  �  v0(a)  =

КИ(а)  =

v0(а)  =
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Рисунок  2.  Стандартная  процедура,  используемая  для  построения  калибровочной  матрицы  в  дискретной  версии  уравнения  

(1).  Для  каждого  элемента  выбранного  базиса  напряжений,  который  в  данном  случае  охватывает  набор  кусочно-

постоянных  распределений  напряжений,  соответствующие  смещения  или  деформации,  возникающие  в  результате  

гипотетического  выполнения  одного  и  того  же  измерительного  процесса,  моделируются  и  записываются  в  виде  

столбцов  калибровочной  матрицы.  Затем,  используя  принцип  суперпозиции  линейной  упругости,  смещения/

деформации,  соответствующие  любому  элементу  выбранного  пространства  напряжений,  можно  смоделировать  
посредством  линейной  комбинации  столбцов  калибровочной  матрицы.  Каждый  элемент  основы  стресса

v0 v0v0 v0

представлен  другим  цветом.

вН(а,  0)

а а
σ

Икс

Икс

Икс

σ

σ

а

σ

Икс

а

1  2  3  4 1  2  3  41  2  3  41  2  3  4

Аналогично,  применяя  теорему  Лебега  о  доминируемой  сходимости  [40],  можно

измерительные  устройства  —  это  широко  доступные  инструменты  в  лабораториях,  которые  проводят  
эксперименты  по  механике  разрушения.  Несмотря  на  очевидные  различия  с  уравнением  (1)  и  его  полностью  
аналитической  формулировкой,  следующий  раздел  показывает,  что  эта  проблема  все  еще  некорректна.

Результирующим  эффектом  является  бесконечная  чувствительность  к  ошибкам  ввода:  из-за  сколь  
угодно  малых  возмущений  измерения  ошибка  решения  не  может  быть  ограничена  никакими
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Это  интуитивное  утверждение  имеет  и  формальное  математическое  объяснение.  Риман–

2.2.  Неуклюжесть

(9)

Лим

δ  распределение  σ

Особенностью  уравнения  (8)  является  то,  что  оно  действует  как  фильтр  нижних  частот  по  отношению  к  
колебаниям  σ(x)  вдоль  его  области  определения.  Это  также  интуитивно  понятно  с  физической  точки  зрения.

(x)  =  k  sin  (Nx) ,  что  имеет  сколь  угодно  низкий  (но  ненулевой)  эффект  v

�a  �  [0,  amax]

Эта,  казалось  бы,  абстрактная  математическая  особенность  имеет  огромное  практическое  значение.  
Для  любого  положительного  действительного  числа  k,  взяв  достаточно  большое  N,  мы  можем  создать  

остаточное  
напряжение  (a,  0)  на  измеренном  CMOD.  Ввиду  линейности  задачи  это  означает,  что  измеренная  выборка  (a,  

0)  и  полученное  другое  решение,  которое  может  быть  возмущено  сколь  угодно  малой  величиной  v,  
отличается  от  истинного  на  k  sin  (Nx),  что,  в  свою  очередь,  может  быть  сделано  сколь  угодно  высоким  
благодаря  первоначальному  выбору  k.

ψ(a,  t)  sin  (Nt)  dt  =  0

ψ(s,  t)  sin  (Nt)  dt  ds  =  lim

Лемма  Лебега  (см.  [39])  гарантирует,  что  если  ψ(a,  x)  интегрируема  в  своей  области  определения,  то

Можно  показать,  что  интегрирование  исчезающей  функции  сходится  к  нулю  при  N  �  �,  так  что

Лим

�a  �  [0,  amax]

На  величину  CMOD  минимально  влияют  короткомасштабные  изменения  напряжений,  приложенных  к  берегам  
трещины,  поскольку  принцип  Сен-Венана  [38]  гарантирует,  что  граничные  условия  с  одинаковыми  
результирующими  воздействиями  в  заданном  размерном  масштабе  генерируют  поля  деформации,  различия  
которых  ограничивается  сравнительно  большим  регионом.  Следовательно,  тяги  с  сильно  колебательным  
поведением  влияют  на  CMOD  в  первую  очередь  через  свои  значения,  усредненные  в  масштабах  более  длинных  
измерений,  без  локальных  самоуравновешивающихся  пиков,  влияющих  на  результат.

(10)
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Предвзятость

Уточнение  схемы  дискретизации

Дисперсия

Ошибка  решения

Тем  не  менее,  наиболее  отличительной  особенностью  некорректной  задачи  является  различный  уровень  
плохой  обусловленности,  который  зависит  от  того,  насколько  дискретизированная  задача  похожа  на  исходную  
задачу.  Чем  больше  это  происходит,  тем  более  плохо  обусловленной  полученная  задача;  чтобы  справиться  с  
плохой  обусловленностью,  возникает  соблазн  применить  более  грубую  дискретизацию  всего  с  несколькими  
степенями  свободы,  но  это  приводит  к  решению  предвзятой  задачи.  В  конечном  итоге  определяется  так  называемый  
компромисс  между  смещением  и  дисперсией,  изображенный  на  рисунке  3  и  обсуждаемый  в  разделе  4  посредством  
предлагаемого  численного  эксперимента.

неравенство.  Математическая  задача,  демонстрирующая  этот  эффект,  называется  некорректной  задачей.  Тем  не  
менее,  как  объяснено  в  разделе  3,  проблема  редко  решается  аналитически  в  бесконечномерных  функциональных  
пространствах,  поскольку  обычная  процедура  решения  включает  фазу  дискретизации,  за  которой  затем  следуют  
численные  вычисления.

Путем  получения  конечного  числа  точек  измерения  и  представления  решения  с  конечным  числом  
координат  решается  только  конечномерная  аппроксимация  исходной  задачи.  В  этой  новой  задаче  чувствительность  
к  ошибке  не  может  быть  бесконечной  —  размерный  масштаб  допустимых  в  решении  колебаний  не  может  
уменьшаться  бесконечно  —  но  она  может  быть  достаточно  высокой,  чтобы  поставить  под  сомнение  точность  
используемых  измерительных  приборов.
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Рисунок  3.  Наглядное  представление  компромисса  между  смещением  и  дисперсией,  с  которым  обычно  

сталкивается  аналитик  остаточного  напряжения  при  выборе  схемы  дискретизации.  По  мере  увеличения  

количества  степеней  свободы,  допустимых  в  базисе,  охватывающем  напряжения,  дисперсия  решения  (светло-

зеленая  кривая)  увеличивается  с  точки  зрения  чувствительности  к  ошибкам  измерения.  В  попытке  уменьшить  

эту  чувствительность  за  счет  ограничения  степеней  свободы  в  решение  вводится  смещение  (синяя  кривая).  

Если  бы  и  дисперсия,  и  смещение  были  наблюдаемыми,  можно  было  бы  выбрать  схему  дискретизации,  которая  

генерирует  «лучшее»  решение  (т.  е.  минимум  бирюзовой  кривой);  однако  смещение  непосредственно  не  наблюдается.

– +

Тогда  говорят,  что  задача  плохо  обусловлена,  что  в  данном  случае  является  лишь  
следствием  дискретизации  некорректной  задачи.
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График  предполагаемого  распределения  напряжений  представлен  на  рисунке  4.  Уравнение  (11)  
получено  путем  проведения  гипотетического  испытания  на  четырехточечный  изгиб,  значительно  
превышающего  предел  текучести  материала,  имеющего  идеально  пластичную  конститутивную  модель,  
а  затем  путем  удаления  приложенного  нагрузку,  оставляя  остаточные  напряжения  с  задачей  сохранения  
плоскостности  сечения.  Задача  состоит  в  восстановлении  распределения  остаточных  напряжений  в  
интервале  0  <  �  0,75  методом  податливости  трещины  путем  введения  разреза  в

Вт

Вт
Икс

Икс

Вт

5

Вт

Икс

Вт

Икс

Икс

а

Вт

Вт

Икс

к=1

Чтобы  совместить  теоретическое  обсуждение  с  практическим  численным  примером,  предполагается,  что  
следующее  распределение  растягивающих  остаточных  напряжений  присутствует  в  длинной  пластине  шириной

Рисунок  4.  Распределение  остаточного  напряжения,  используемое  в  предлагаемом  численном  эксперименте,  определяемое  

уравнением  (11).

3.  Численные  исследования.

0,125  <

Вт (12)а

(МПа)
>  0,875

,

где  F

�  х  525  �  5850

σ(х)  =

В , k  —  безразмерная  алгебраическая  функция,  коэффициенты  которой  сведены  в  книгу.  
Соответствующая  ядерная  функция  ψ(a,  x)  =  h(a,  0)h(a,  x)  интегрального  оператора  в  уравнении  (8)  показана  
на  рисунке  5.  Включив  уравнения  (11)  и  (12)  в  уравнение  Используя  уравнение  (8),  можно  получить  
теоретическую  CMOD  2v0(a)  как  функцию  длины  a  разреза,  введенного  в  образец,  как  показано  на  
рисунке  6.

Функция  влияния  для  этой  задачи  взята  из  работы  [41],  где  она  представлена  в  виде  разложения  в  
усеченный  ряд:

h(a,  x)  =  �  
2πa

а

�  0,125

��

Ф

��

W,  такой  как  тот,  что  изображен  на  рисунке  1:

�275  +  550 �  0,875
5325  �  5850

пластину  и  измеряем  CMOD  по  мере  продвижения  реза.

(11)

хк  1  -
1
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Рисунок  6.  Нормализованный  CMOD,  соответствующий  распределению  остаточного  напряжения,  определенному  

уравнением  (11),  после  прогрессивного  разреза  нормализованной  длины  a/W  <  0,75  в  длинной  пластине  при  

плоской  деформации.  Поскольку  введенный  разрез  имеет  ненулевую  толщину,  допускается  отрицательное  

значение  CMOD,  которое  не  приводит  к  автоматическому  закрытию  трещины.  Образец  имеет  цветовую  

маркировку  по  величине  смещений  по  нормали  к  поверхности  трещины.

Тем  не  менее,  практическая  проблема  заключается  в  измерении  v0(a)  и  нахождении  σ(x),  что  включает  
обращение  оператора,  определенного  уравнением  (8).  К  сожалению,  за  некоторыми  редкими  исключениями,  
аналитическое  выражение  этой  обратной  зависимости,  то  есть  выражение  в  замкнутой  форме,

Поскольку  ψ(a,  x)  доступна  в  замкнутой  форме,  уравнение  (8)  позволяет  рассчитать  CMOD ,  
соответствующий  любому  распределению  релаксированных  остаточных  напряжений  σ(x),  посредством  
двойного  интегрирования  функции,  операцию,  которую  также  можно  выполнить  проводится  вручную,  аналитически.

Рисунок  5.  График  ядерной  функции  ψ(a,  x),  используемой  для  расчета  CMOD  на  основе  знания  
остаточных  напряжений  вдоль  введенной  трещины  посредством  двойного  интегрирования.  Имея  единицы  
измерения  1/Длина,  она  нормализуется  на  1/Вт.  Ядерная  функция  определена  в  треугольной  области  0  �  x  
<  a  <  W  и  имеет  интегрируемую  особенность  вдоль  диагонали  x  =  a.  Координаты  X  и  Y  нормированы  на  
ширину  образца;  на  графике  и  a ,  и  x  ограничены  0,75  Вт,  что  соответствует  предлагаемому  численному  
эксперименту.  График  поверхности  имеет  цветовую  маркировку  в  соответствии  с  координатой  Z.
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Выбирается  конечномерное  пространство  напряжений,  охватываемое  подходящим  базисом,  
затем  вычисляется  калибровочная  матрица  для  дискретизированной  задачи  путем  оценки  
CMOD,  соответствующего  элементам  базиса  напряжений  на  фиксированном  количестве  длин  
разреза.  Единственное  отличие  от  обычного  современного  метода  продольной  резки  состоит  
в  том,  что  здесь  эту  операцию  можно  провести  аналитически,  не  прибегая  к  анализу  КЭ.  
Формально,  если  β  =  [β1(z),  β2(z). . .  βn(z)]  —  выбранный  n-мерный  базис  и  a  =  [a1,  a2 . . .  am]  —  
вектор  из  m  длин  разреза,  на  котором  исследуется  CMOD,  можно  определить  матрицу

ай

ай

ай

ай

позволяющий  определить  σ(x)  по  v0(a),  обычно  недоступен.  Как  следствие,  здесь  также  принята  схема  
рисунка  2 .

ψ(s,  t)  σ(t)  dt  ds

ψ(s,  t)  βj(t)  dt  ds

Аσ  =  v

(13)

Наконец,  уравнение  (15)  обычно  решается  методом  наименьших  квадратов  путем  поиска  решения,  
которое  лучше  всего  аппроксимирует  записанные  выборки  измерений.  Фактически,  довольно  часто  
используются  статистические  преимущества  наличия  большего  количества  точек  отбора  проб,  чем  это  
строго  необходимо  [16].

ψ(s,  т)

Путем  записи  измеренных  CMOD  в  массив  v  =  [v(a1,  0),  v(a2,  0). . .  v(am,  0)]  и  сбора  координат  
распределения  остаточных  напряжений  относительно  выбранного  базиса  σ  =  [σ1,  σ2 . . .  σn],  получается  
линейная  система,  которая  представляет  собой  дискретизацию  уравнения  (8):

v(ai ,  0)  =

(15)

так  что  для  данного  распределения  остаточных  напряжений  σ(x)  =  �  j=1  σjβj(x)  справедливо  следующее  
соотношение :

�  σjβj(t)  dt  ds

В  этом  анализе  используются  два  разных  пространства  напряжений  из-за  их  широкого  применения  
в  сообществе  остаточных  напряжений:  пространство  кусочно-постоянных  функций  и  пространство  
полиномов,  которые,  соответственно,  обычно  называют  интегральным  методом  [21]. ]  и  метод  степенных  
рядов  [42].  Чтобы  изучить  компромисс  между  смещением  и  дисперсией,  предполагается  фиксированное  
количество  из  32  зондируемых  отрезков  длины,  в  то  время  как  размерность  базиса  напряжения  варьируется  
от  1  до  32;  для  интегрального  метода  это  осуществляется  путем  увеличения  количества  интервалов  
расчета,  тогда  как  для  метода  степенных  рядов  это  осуществляется  путем  добавления  членов  более  
высокого  порядка  в  полиномиальное  разложение.

(14)

Только  для  численных  расчетов  принято  W  =  20  мм ,  а  стандартная  погрешность  измерителя  CMOD  
принята  равной  1  мкм.  Истинный  CMOD,  оцениваемый  посредством  прямого  применения  уравнения  (8),  
затем  отбирается  на  зондируемых  длинах  разреза  и  возмущается  гауссовским  шумом,  имеющим  
стандартное  отклонение,  равное  предполагаемой  ошибке.  Всего  отбирается  1000  случайных  возмущений  
истинного  CMOD  и  получается  равное  количество  результатов  с  точки  зрения  выявленных  остаточных  
напряжений.  Кроме  того,  для  каждой  схемы  дискретизации  вычисляются  два  дополнительных  решения:  

•  Идеальное  решение,  соответствующее  идеальным,  безошибочным  

измерениям  CMOD.  •  Наилучшее  решение,  которое  является  элементом  выбранного  базиса  напряжений,  
который  лучше  всего  аппроксимирует  истинное  решение  в  смысле  метода  наименьших  квадратов.
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Все  результаты  собраны  на  рисунках  7  и  8  соответственно,  что  соответствует  
применению  интегрального  метода  и  метода  степенных  рядов.
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Рис.  7.  Результаты  численных  экспериментов,  полученные  с  использованием  конечномерного  пространства  
напряжений,  состоящего  из  кусочно-постоянных  функций.  В  общей  сложности  генерируется  1000  случайных  
возмущений  теоретического  CMOD,  соответствующего  σ(x) ,  определенного  уравнением  (11) ,  затем  
определяются  решения  остаточного  напряжения  путем  инвертирования  линейной  системы,  указанной  в  
уравнении  (15).  Наилучшее  решение  —  это  то,  которое  лучше  всего  приближается  к  истинному  решению;  
идеальным  решением  является  то,  которое  можно  получить  при  безошибочных  измерениях.  Для  низкоразмерной  

дискретизации  дисперсия  полученного  решения  мала,  но  само  пространство  напряжений  не  может  представлять  
истинное  решение,  тем  самым  внося  смещение;  более  того,  идеальное  решение  даже  не  соответствует  
лучшему.  Для  дискретизаций  большой  размерности  идеальное  решение  сходится  к  истинному,  но  
распределение  полученных  решений  имеет  практически  непригодную  для  использования  дисперсию.
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4.  Дискуссия

Рис.  8.  Результаты  численных  экспериментов,  полученные  с  использованием  конечномерного  пространства  

напряжений,  состоящего  из  полиномов.  В  общей  сложности  генерируется  1000  случайных  возмущений  теоретического  

CMOD,  соответствующего  σ(x) ,  определенного  уравнением  (11) ,  затем  определяются  решения  остаточного  напряжения  

путем  инвертирования  линейной  системы,  указанной  в  уравнении  (15).  Наилучшее  решение  —  это  то,  которое  лучше  

всего  приближается  к  истинному  решению;  идеальным  решением  является  то,  которое  можно  получить  при  безошибочных  
измерениях.  При  низкоразмерной  дискретизации  дисперсия  полученного  решения  мала,  но  само  пространство  напряжений  

не  может  представлять  истинное  решение,  тем  самым  внося  смещение;  более  того,  идеальное  решение  даже  не  

соответствует  лучшему.  Для  многомерных  дискретизаций  идеальное  решение  сходится  к  истинному,  но  распределение  

полученных  решений  имеет  практически  непригодную  для  использования  дисперсию.
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Рисунки  7  и  8  иллюстрируют  наиболее  яркий  признак  некорректности  обратной  задачи.  
Когда  число  степеней  свободы  при  конечномерной  дискретизации  мало,  чувствительность  
к  ошибкам  мала  и  решения  практически  не  зависят  от  шума  измерений.  Однако  выбранный  
базис  не  способен  правильно  представить  истинное  решение,  поэтому  полученный  результат  
демонстрирует  смещение  —  потенциально  опасное,  когда  речь  идет  о  структурной  
безопасности  —  по  отношению  к  точному  результату.  Как  отмечается  в  [27],  ситуация  не  
меняется  даже  в  том  случае,  когда  полученное  решение  интерпретируется  как  наилучшее  
представление  точного  результата  в  пределах  выбранного  базиса,  что  в  случае  интегрального  
метода  совпадало  бы  со  средним  значением  истинного  результата.  решение  на  расчетном  
подинтервале.  Как  показано  на  рисунках,  даже  решение,  соответствующее  безошибочным  
измерениям,  смещено  относительно  наилучшего  представления  точного  результата  в  выбранном  конечномерном  пространстве.
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В  попытке  уменьшить  смещение  число  степеней  свободы  можно  увеличить  так,  чтобы  
конечномерное  решение  стало  практически  разумным  приближением  исходного  бесконечномерного  
пространства.  Тем  не  менее,  это,  в  свою  очередь,  приводит  к  процессу  инверсии,  который  
чрезвычайно  чувствителен  к  ошибкам  измерения  и,  следовательно,  к  дисперсии  решения,  которая  
делает  каждый  полученный  результат  практически  непригодным  для  использования.  Это  давно  
известно  в  литературе,  в  том  числе  и  относительно  других  методов  релаксации,  не  обязательно  
требующих  введения  в  образце  трещинообразного  надреза  [43–45].  Интуитивно  говоря,  наличие  
большего  количества  степеней  свободы  приближает  дискретизированную  задачу  к  ее  изначально  
некорректному  аналогу,  который  имеет  бесконечную  чувствительность  к  ошибкам  ввода.  Заметим,  
что  этот  эффект  не  зависит  от  несовершенства  знания  интегрального  оператора,  как  в  случае  его  
численной  оценки  [46],  поскольку  в  этом  примере  оператор  прямой  задачи  известен  аналитически.  
Это  основная  причина,  почему  метод  соответствия  трещинам  особенно  поучителен  в  этих  аспектах;  
тем  не  менее,  аналогичные  соображения  можно  было  бы  сделать  для  метода  удаления  слоев  [13]  и  
метода  растачивания  Сакса  [12],  ядро  интегрирования  которого  известно  аналитически.
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Существуют  также  альтернативные  методы,  направленные  на  регуляризацию  проблемы;  то  есть  
уменьшить  дисперсию  решения.  Наиболее  примечательной  из  них,  возможно,  является  регуляризация  
Тихонова  [ 47–49].  Однако  ни  один  из  этих  методов  не  застрахован  от  компромисса  между  смещением  и  
дисперсией,  как  обсуждалось  в  [26,27].  По  сути,  они  также  вносят  в  решение  погрешность,  которую  
априори  невозможно  оценить  количественно.

Этот  аспект  особенно  важен  для  построения  доверительных  интервалов  для  решения.  Можно  
построить  только  доверительные  интервалы  относительно  идеального  решения  (т.е.  соответствующие  
идеальным  измерениям),  но  практический  интерес  от  этой  конструкции  по  существу  равен  нулю,  
поскольку  даже  не  гарантируется,  что  идеальное  решение  совпадает  с  лучшим  приближением  
истинного.  решение  в  выбранном  пространстве.  Риск  заключается  в  том,  что,  стремясь  достичь  более  
узких  доверительных  интервалов,  аналитик  может  неявно  принять  решение  увеличить  погрешность  
полученного  решения,  хотя  это  не  будет  очевидно  в  результатах.

Как  показано  на  рисунке  3,  самая  большая  проблема,  связанная  с  некорректностью,  заключается  
в  том,  что  предвзятость  не  заметна.  Вычисляя  несколько  решений  —  как  это  происходит  в  данном  
случае  —  можно  отметить  изменчивость  решения  в  зависимости  от  ошибки  ввода.  Благодаря  линейности  
уравнения  (15)  входные  ошибки  также  теоретически  могут  распространяться  посредством  процедуры  
инверсии.  Однако  никогда  нельзя  узнать  смещение,  которое  вносит  выбранная  процедура  решения;  
например,  данное  постоянное  решение  может  в  равной  степени  соответствовать  фактически  постоянному  
истинному  решению  остаточного  напряжения  или  произвольно  изменяющемуся  распределению,  которое  
причинно  дает  одно  и  то  же  дискретизированное  решение.

Например,  если  что-то  позволяет  аналитику  напряжений  утверждать,  что  распределение  остаточных  
напряжений  по  толщине  достаточно  линейно  (возможно,  вызвано  восстановлением  несовместимости  в  
дальней  зоне  в  поле  смещений  тонкой  балки),  то  не  будет  предвзятости  в  предположении,  что  решение  
принадлежит  пространству  полиномиальных  функций  первой  степени,  и  дисперсия,  связанная  с  таким  
низким  числом  степеней  свободы,  обычно  довольно  ограничена.

Существует  только  одно  решение  проблем,  возникающих  из-за  некорректности  обратной  задачи  
и  связанного  с  ней  компромисса  между  смещением  и  дисперсией:  получение  дополнительной  
информации  с  помощью  физики,  которая  способна  априори  установить,  что  решение  должно  иметь  
определенную  форму  и/или  удовлетворять  определенным  четко  определенным  ограничениям.  Обратите  
внимание,  что  эту  информацию  невозможно  получить  только  с  помощью  математических  уравнений.  
Только  в  этом  случае,  если  принять  конечномерное  пространство  решений,  которое  соответствует  
этим  условиям,  не  будет  внесено  никакой  систематической  ошибки,  и  любая  количественная  оценка  
неопределенностей  может  считаться  строгой.  Это  эквивалентно  утверждению,  что  чувствительность  
к  ошибкам  не  должна  определять  выбор  схемы  дискретизации;  скорее,  должно  быть  наоборот.  
Физические  предположения  определяют  схему  дискретизации ,  которая  затем  обеспечивает  
соответствующую  чувствительность  к  ошибкам  ввода  и  устанавливает  требования  к  измерительным  
приборам.  Если  эти  требования  невозможно  выполнить,  измерение  невозможно  с  инженерной  точки  зрения.
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Основные  положения  статьи  изложены  ниже:

•  На  числовом  примере  представлен  типичный  индикатор  некорректной  постановки  задачи,  а  именно  
компромисс  между  смещением  и  дисперсией,  а  также  его  потенциально  разрушительные  
последствия  для  способности  строго  количественно  определять  неопределенности.  Поэтому  крайне  
важно  распознавать  его  наличие  и  избегать  действий,  которые  лишь  на  первый  взгляд  улучшают  
качество  решения.  •  Как  подчеркивалось  

в  предыдущих  работах  авторов,  еще  раз  подчеркивается,  что  ни  один  математический  аппарат  не  может  
навсегда  преодолеть  бесконечную  чувствительность  к  ошибкам  ввода,  присущую  некорректным  
задачам.  Решение  следует  искать  в  физике  проблемы ,  стремясь  к  получению  фрагментов  
информации,  которые  позволили  бы  укротить  дисперсию  решения  без  внесения  значительных  и,  
прежде  всего,  невычислимых  ошибок.

•  Некорректность  задачи  восстановления  остаточных  напряжений  по  измерениям  смещения  раскрытия  
трещины  после  прогрессивного  разреза,  введенного  в  образец,  продемонстрирована  и  четко  
отличается  от  ее  более  общего  свойства  -  плохой  кондиции.
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