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Mots  clés :  primitives  géométriques  de  mouvement  —  représentation  compacte  —  géométrie  
différentielle  affine  —  aspects  temporels  du  mouvement  —  parabole  —  spirale  logarithmique  —  cercle  
—  vis  parabolique  —  vis  elliptique

Les  études  neuroscientifiques  de  l'exécution  des  mouvements  de  type  dessin  
analysent  généralement  la  représentation  neuronale  des  caractéristiques  géométriques  
(par  exemple,  la  direction,  la  forme)  ou  temporelles  (par  exemple,  la  vitesse)  des  
trajectoires  plutôt  que  la  représentation  de  la  trajectoire  dans  son  ensemble.  Ce  travail  
porte  sur  les  idées  mathématiques  derrière  la  division  et  la  fusion  des  caractéristiques  
géométriques  et  temporelles  qui  caractérisent  les  mouvements  biologiques.  Les  
primitives  de  mouvement  sont  censées  faciliter  l'efficacité  de  la  représentation  des  
mouvements  dans  le  cerveau  et  respecter  différents  critères  pour  les  mouvements  
biologiques,  parmi  lesquels  la  douceur  cinématique  et  la  contrainte  géométrique.  Le  
critère  de  «  lissage  maximal  »  des  trajectoires  d'ordre  arbitraire  n  est  utilisé,  n  =  3  est  le  
cas  du  modèle  à  jerk  minimum.  Je  dérive  une  classe  d'équations  différentielles  
auxquelles  obéissent  les  trajectoires  de  mouvement  pour  lesquelles  les  trajectoires  
maximalement  lisses  d'ordre  n  ont  une  vitesse  constante.  La  vitesse  est  invariante  sous  
une  classe  de  transformations  géométriques.  Les  solutions  des  équations  servent  
vraisemblablement  de  candidats  pour  les  primitives  de  mouvement  géométrique.  La  
vitesse  ici  est  définie  comme  le  taux  d'accumulation  des  mesures  géométriques  le  long  
du  chemin  tracé.  La  mesure  géométrique  peut  être  choisie  pour  être  un  arc  dans  une  certaine  géométrie.

Abstrait

Des  équations  dans  différentes  géométries  dans  le  plan  et  dans  l'espace  et  leurs  
solutions  connues  sont  présentées.  La  classe  dérivée  d'équation  différentielle  est  un  
nouvel  outil  pour  découvrir  des  candidats  pour  les  primitives  de  mouvement  géométrique.

Par  exemple,  le  modèle  de  loi  de  puissance  des  deux  tiers  correspond  à  la  vitesse  
constante  par  morceaux  de  l'accumulation  d'un  arc  équi-affine.  La  classe  dérivée  des  
équations  différentielles  se  compose  de  deux  parties.  La  première  partie  est  identique  
pour  toutes  les  paramétrisations  géométriques  du  chemin.  La  deuxième  partie  est  
spécifique  à  la  paramétrisation  et  est  nécessaire  pour  identifier  si  une  solution  de  la  
première  partie  représente  effectivement  une  courbe.  Des  contre-exemples  correspondants  sont  fournis.

1

Félix  Polyakov  

Une  classe  d'équations  différentielles  pour  fusionner  

l'optimalité  cinématique  des  mouvements  avec  l'invariance  
géométrique

felix@math.biu.ac.il
Département  de  Mathématiques,  Université  Bar  Ilan,  Ramat-Gan  5290002,  Israël

Machine Translated by Google

http://de.arxiv.org/abs/1409.0675v1
https://www.researchgate.net/profile/Felix_Polyakov?el=1_x_100&enrichId=rgreq-a5ac8d4b954bda0102a8ae2dcfdacd20-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzI2NTI5NTM0MztBUzoxNTM5MDgwNjg0OTEyNjRAMTQxMzcwNTk1MTI3NQ==


1.  Introduction

1Signification  de  l'ordre  sériel  de  mise  en  œuvre  de  certaines  entités  géométriques.
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Les  formes  paraboliques  ont  été  suggérées  comme  blocs  de  construction  géométriques  
de  mouvements  complexes  de  type  dessin  basés  sur  la  modélisation  mathématique  et  
l'analyse  des  données  cinématiques  et  neurophysiologiques  du  comportement  des  singes  [54,  
52,  53,  55] .  Il  a  été  suggéré  que  des  trajectoires  de  mouvement  complexes  peuvent  être  
composées  en  concaténant  des  formes  de  type  parabolique.  Les  transformations  affines  
appliquées  aux  segments  paraboliques  donnent  des  segments  paraboliques.  De  plus,  tout  
segment  parabolique  peut  être  obtenu  à  partir  d'un  segment  parabolique  arbitraire  par  
transformation  affine  unique.  Ainsi,  la  séquence  de  formes  de  type  parabolique  concaténées  
peut  être  obtenue  en  appliquant  une  séquence  de  transformations  affines  à  un  seul  modèle  
parabolique  [52]  et  en  simplifiant  ainsi  la  représentation  des  mouvements  complexes  dans  le  
cerveau.  Une  telle  représentation  pourrait  signifier  que  le  mouvement  géométrique  primitif  est  
un  ensemble  de  transformations  doté  d'une  forme  géométrique  primitive  sur  laquelle  les  
transformations  sont  appliquées.  Un  exemple  d'une  courbe  parabolique  par  morceaux  
ressemblant  à  un  chemin  de  déplacement  réel  effectué  par  un  singe  est  illustré  à  la  figure  9a  de  [55].

L'idée  de  compositionnalité  du  mouvement,  c'est-à-dire  la  représentation  de  mouvements  
complexes  basée  sur  un  «  alphabet  »  limité  de  sous-mouvements  primitifs,  est  analysée  dans  
de  nombreuses  études  de  contrôle  moteur.  L'existence  de  primitives  motrices  a  été  démontrée  
au  niveau  des  forces  produites  par  les  muscles  agissant  sur  les  membres  [5,  27,  49 ,  37,  47,  
48,  25,  26],  au  niveau  des  synergies  musculaires  [67,  11,  31,  36,  10],  au  niveau  de  la  
cinématique  du  mouvement  [46,  20,  7,  39 ,  59,  57,  17,  21,  58],  et  au  niveau  des  unités  de  
calcul  dans  le  système  sensorimoteur  [68,  65].  La  décomposition  des  mouvements  complexes  
en  primitives  a  également  été  mise  en  œuvre  pour  les  mouvements  de  bras  de  poulpe  [71].  
Les  résultats  des  travaux  récents  [13,  14]  fournissent  des  indications  supplémentaires  que  des  
mouvements  apparemment  continus  pourraient  être  représentés  dans  le  cerveau  à  un  certain  
niveau  hiérarchique  de  manière  discrète.

Ici,  je  développe  davantage  des  outils  mathématiques  visant  à  trouver  des  formes  
géométriques  primitives.  Les  trajectoires  le  long  de  ces  formes  primitives  s'accorderaient  avec

Diverses  études  neuroscientifiques  ont  analysé  les  caractéristiques  géométriques  des  
mouvements  biologiques  (par  exemple,  des  actions  de  type  dessin)  et  leur  représentation  
dans  le  cerveau.  En  particulier,  des  neurones  uniques  et  des  populations  de  neurones  dans  le  
cortex  moteur  se  sont  avérés  adaptés  à  la  direction  du  mouvement  [24,  61,  60,  62,  45,  44].  
Études  de  différents  types  de  mouvements  dirigés  vers  un  but,  par  ex.  les  mouvements  vers  
les  cibles,  les  mouvements  séquentiels  de  la  main  ou  les  mouvements  suivant  des  trajectoires  
prescrites  indiquaient  que  l'ordre  sériel  des  sous-mouvements1 ,  les  "aspects  du  
mouvement" (c'est-à-dire  les  aspects  de  la  forme  du  mouvement  et  de  l'emplacement  de  la  
cible)  et  les  fragments  de  mouvement  sont  représentés  dans  l'activité  corticale  [34,  1,  2,  33,  
63,  32].  Preuve  du  rôle  important  de  la  géométrie  non  euclidienne,  et  en  particulier  équi-affine  
[50,  51,  54,  41,  12,  52,  53,  55,  42,  16,  9,  43]  et  affine  [4],  dans  la  production  et  la  perception  
du  mouvement  biologique  a  été  fournie.  L'invariance  d'échelle  dans  la  représentation  neuronale  
des  mouvements  d'écriture  a  été  proposée  [30].  La  superposition  des  transformations  équi-
affines  et  la  mise  à  l'échelle  constituent  le  groupe  des  transformations  affines.  Il  a  été  suggéré  
que  les  mouvements  biologiques  peuvent  être  représentés  dans  plusieurs  géométries  [4].
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2

à  partir  d'études  de  contrôle  moteur
2  Prérequis  pour  le  problème  mathématique

Les  composantes  x(t)  et  y(t)  des  trajectoires  contraintes  par  des  points  de  passage  et  minimisant  
la  fonctionnelle  de  coût  (2.1)  sont  composées  de  morceaux  de  polynômes  d'ordre  5  par  rapport  au  
temps,  les  dérivées  d'ordre  3  de  x(t),  y(t)  sont  continues  [22].

2

0

J

2

0

2

2

J

0

pour  le  chemin  de  trajectoire  prescrit  {x(σeu),  y(σeu),  z(σeu)}.  C'est-à-dire  que  la  trajectoire  de  mouvement  est  déjà  fournie  

en  entrée  de  la  procédure  d'optimisation  et  que  le  profil  de  vitesse  doit  être  trouvé  pour  résoudre  le  problème  d'optimisation.  

La  courbe  tridimensionnelle  exécutée  dans  la  fonctionnelle  de  coût  (2.2)  est  paramétrée  avec  la  longueur  d'arc  euclidienne

t
2

2

2

Il  a  été  observé  que  les  trajectoires  planes  de  la  main  sont  lisses  tandis  que  la  douceur  a  été  
définie  comme  la  minimisation  du  carré  intégré  du  taux  de  changement  d'accélération  appelé  
aussi  jerk  de  mouvement  [35,  22 ],  à  savoir :

dt.

dtd  3y(σeu(t))

différents  modèles  décrivant  le  mouvement  biologique.  Des  classes  de  formes  primitives  
composant  vraisemblablement  des  trajectoires  plus  complexes  sont  invariantes  sous  des  classes  
de  transformations  géométriques,  permettant  ainsi  de  fournir  une  représentation  compacte  de  
trajectoires  de  mouvement  complexes  dans  le  cerveau.

j  3a  
dt3

z(σeu(t))  
dt3

d  3x  

dt3

3

ont  tendance  à  maximiser  la  douceur  du  dessin  (minimiser  le  coût  de  jerk)

d  3x(σeu(t))

σeu(t)  =

Selon  le  modèle  contraint  du  minimum-jerk  [66]  mouvements  de  la  main

x˙(τ) (2.3)

+

études  de  contrôle  moteur.

+
dt3

+  ̇z(τ)  2dτ

Par  conséquent,  dans  la  formulation  originale  du  modèle,  la  totalité  du  chemin  continu  de  la  
trajectoire  peut  être  révélée  simultanément  avec  l'identification  de  la  vitesse  de  déplacement2 .  
Le  modèle  minimum-jerk  est  largement  utilisé  et  mentionné  dans  différents

+
3  j

dt3

Les  informations  sur  la  trajectoire  de  mouvement  peuvent  être  divisées  en  deux  parties :  (1)  
spécification  géométrique  appelée  également  trajectoire  de  mouvement  et  (2)  spécification  
temporelle  définie  par  une  fonction  reliant  chaque  instant  de  temps  à  l'emplacement  sur  la  
trajectoire  de  mouvement.  La  spécification  temporelle  est  entièrement  déterminée  par  la  vitesse  
de  déplacement  le  long  du  chemin.  Dans  les  travaux  originaux  sur  le  modèle  du  minimum-jerk  
[35,  22],  la  trajectoire  maximalement  lisse  est  contrainte  par  un  point  de  départ,  un  via  point  par  
lequel  le  chemin  doit  passer  et  le  point  final.  Ainsi,  le  critère  de  minimisation  de  la  fonctionnelle  de  
coût  dans  (2.1)  est  doté  de  la  contrainte  géométrique  ponctuelle  sur  la  trajectoire  optimale  qui  
passe  par  un  ou  plusieurs  via-points.

(2.1)

(2.2)

+  ̇y(τ)
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3La  paramétrisation  géométrique  avec  un  arc  invariant  dans  certaines  géométries  est  appelée  
paramétrisation  naturelle ;  σeu  est  un  arc  en  géométrie  euclidienne.

Le  contexte  des  notions  de  géométrie  équi-affine  qui  sont  utilisées  dans  ce  travail  peut  être  trouvé  
ailleurs,  par  ex.  [64,  28].  En  particulier,  ils  sont  introduits  dans  la  partie  « Contexte »  de  [51]  et  au  chapitre  
2  de  [52]  avec  leur  relation  avec  la  loi  de  puissance  des  deux  tiers  et  dans  l'annexe  A  de  [52].

Exemple  2.1.  La  trajectoire  r(t)  =  r(σeu(t))  =  [x(σeu(t)),  y(σeu(t)),  z(σeu(t))]  est  entièrement  
déterminée  par  la  paramétrisation  géométrique  (n'impliquant  pas  le  temps)3  r(σeu)  et  
paramétrisation  temporelle  du  paramètre  géométrique  σeu(t)  (ou  de  manière  équivalente  vitesse  
strictement  non  négative  σ˙  eu).  Ici,  le  paramètre  géométrique  σeu  est  la  longueur  euclidienne  
de  la  courbe  qui  est  continuellement  mappée  sur  une  courbe  différentiable  3  fois.  

˙f(σ(t))  ≡

n

le  point  désignant  la  différenciation  par  rapport  au  temps  t.

...

La  comparaison  des  prédictions  des  modèles  de  loi  de  puissance  minimum-jerk  et  des  deux  
tiers  a  été  analysée  pour  un  certain  nombre  de  formes  géométriques  dans  [70].  Vitesse  
euclidienne  ̇σeu  minimisant  la  fonctionnelle  de  coût  avec  un  ordre  de  douceur  arbitraire

dt

4

dσ3  

ré  
3f  F  (σ(t))  ≡  dt3

Le  modèle  de  loi  de  puissance  des  deux  tiers  équivaut  à  l'affirmation  selon  laquelle  la  
vitesse  équi-affine4  (4.2)  des  mouvements  de  dessin  est  constante  par  morceaux  [18,  50,  29,  
19] :  ̇σea  =  const.  Sur  la  base  de  résultats  empiriques  liés  au  modèle  de  loi  de  puissance  des  
deux  tiers  et  à  leur  interprétation  en  termes  de  géométrie  différentielle,  les  arcs  équi-affines  et  
affines  sont  devenus  des  paramétrisations  pertinentes  dans  l'analyse  des  mouvements  
biologiques  et  de  leur  représentation  neuronale  [18,  50,  51,  54 ,  52,  19,  55,  53,  16,  42,  4,  9,  43].

(2.4)

dσ2  

d  2f  
dt2

La  loi  de  puissance  des  deux  tiers  a  également  été  démontrée  dans  des  études  de  perception  
visuelle  [69,  41,  12,  9].  La  segmentation  des  mouvements  de  la  main  basée  sur  les  puissances  de  
courbure  de  la  trajectoire  a  été  récemment  analysée  dans  [15].

d  n  y(t)  
dtn

dσ  

df  
¨f(σ(t))  ≡  dt,

Il  décrit  une  relation  entre  les  propriétés  géométriques  du  chemin  de  déplacement  et  la  vitesse  
de  déplacement  le  long  de  ce  chemin.  Les  observations  empiriques  du  modèle  de  loi  de  
puissance  des  deux  tiers  ont  été  interprétées  comme  une  preuve  de  la  segmentation  du  mouvement  [40].

+d  nx(t)  
dtn

(σ)  ≡

.

La  loi  de  puissance  des  deux  tiers  est  un  autre  modèle  cinématique  des  mouvements  de  la  main.

F

Désormais  la  différenciation  par  rapport  au  paramètre  géométrique  σ  est  notée  par  des  
nombres  premiers  et  des  nombres  entre  parenthèses  tandis  que  la  différenciation  par  rapport  au  
temps  t  jusqu'à  l'ordre  3  est  notée  par  des  points.  La  différenciation  d'ordre  supérieur  par  rapport  
au  temps  est  indiquée  par  la  notation  la  plus  courante  pour  la  différenciation  (d/dt) :  d  2f  d  

3f  d  kf  df ,  f(k)  (σ)  ≡ ,  f′′(σ)  ≡ ,  f′′′  (σ)  ≡  dσk

,

La  notation  sera  rappelée  plus  loin  dans  le  texte.

4

′

2J 2

0

Machine Translated by Google

https://www.researchgate.net/publication/15492205_Minimum-Jerk_Two-Thirds_Power_Law_and_Isochrony_Converging_Approaches_to_Movement_Planning?el=1_x_8&enrichId=rgreq-a5ac8d4b954bda0102a8ae2dcfdacd20-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzI2NTI5NTM0MztBUzoxNTM5MDgwNjg0OTEyNjRAMTQxMzcwNTk1MTI3NQ==
https://www.researchgate.net/publication/14082223_Constant_Affine_Velocity_Predicts_the_13_Power_Law_of_Planar_Motion_Perception_and_Generation?el=1_x_8&enrichId=rgreq-a5ac8d4b954bda0102a8ae2dcfdacd20-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzI2NTI5NTM0MztBUzoxNTM5MDgwNjg0OTEyNjRAMTQxMzcwNTk1MTI3NQ==
https://www.researchgate.net/publication/2305621_Geometric_Methods_in_The_Study_of_Human_Motor_Control?el=1_x_8&enrichId=rgreq-a5ac8d4b954bda0102a8ae2dcfdacd20-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzI2NTI5NTM0MztBUzoxNTM5MDgwNjg0OTEyNjRAMTQxMzcwNTk1MTI3NQ==
https://www.researchgate.net/publication/14082223_Constant_Affine_Velocity_Predicts_the_13_Power_Law_of_Planar_Motion_Perception_and_Generation?el=1_x_8&enrichId=rgreq-a5ac8d4b954bda0102a8ae2dcfdacd20-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzI2NTI5NTM0MztBUzoxNTM5MDgwNjg0OTEyNjRAMTQxMzcwNTk1MTI3NQ==
https://www.researchgate.net/publication/238737896_ANALYSIS_OF_MONKEY_SCRIBBLES_DURING_LEARNING_IN_THE_FRAMEWORK_OF_MODELS_OF_PLANAR_HAND_MOTION?el=1_x_8&enrichId=rgreq-a5ac8d4b954bda0102a8ae2dcfdacd20-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzI2NTI5NTM0MztBUzoxNTM5MDgwNjg0OTEyNjRAMTQxMzcwNTk1MTI3NQ==
https://www.researchgate.net/publication/26648340_A_Compact_Representation_of_Drawing_Movements_with_Sequences_of_Parabolic_Primitives?el=1_x_8&enrichId=rgreq-a5ac8d4b954bda0102a8ae2dcfdacd20-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzI2NTI5NTM0MztBUzoxNTM5MDgwNjg0OTEyNjRAMTQxMzcwNTk1MTI3NQ==
https://www.researchgate.net/publication/23147641_Three-dimensional_arm_movements_at_constant_equi-affine_speed?el=1_x_8&enrichId=rgreq-a5ac8d4b954bda0102a8ae2dcfdacd20-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzI2NTI5NTM0MztBUzoxNTM5MDgwNjg0OTEyNjRAMTQxMzcwNTk1MTI3NQ==
https://www.researchgate.net/publication/23654709_Complex_Unconstrained_Three-Dimensional_Hand_Movement_and_Constant_Equi-Affine_Speed?el=1_x_8&enrichId=rgreq-a5ac8d4b954bda0102a8ae2dcfdacd20-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzI2NTI5NTM0MztBUzoxNTM5MDgwNjg0OTEyNjRAMTQxMzcwNTk1MTI3NQ==
https://www.researchgate.net/publication/40026939_Neuronal_Encoding_of_Human_Kinematic_Invariants_during_Action_Observation?el=1_x_8&enrichId=rgreq-a5ac8d4b954bda0102a8ae2dcfdacd20-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzI2NTI5NTM0MztBUzoxNTM5MDgwNjg0OTEyNjRAMTQxMzcwNTk1MTI3NQ==
https://www.researchgate.net/publication/257599702_Spatial_constant_equi-affine_speed_and_motion_perception?el=1_x_8&enrichId=rgreq-a5ac8d4b954bda0102a8ae2dcfdacd20-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzI2NTI5NTM0MztBUzoxNTM5MDgwNjg0OTEyNjRAMTQxMzcwNTk1MTI3NQ==
https://www.researchgate.net/publication/21654586_Biological_Movements_Look_Uniform_Evidence_of_Motor-Perceptual_Interactions?el=1_x_8&enrichId=rgreq-a5ac8d4b954bda0102a8ae2dcfdacd20-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzI2NTI5NTM0MztBUzoxNTM5MDgwNjg0OTEyNjRAMTQxMzcwNTk1MTI3NQ==
https://www.researchgate.net/publication/7275561_On_the_similarities_between_the_perception_and_production_of_elliptical_trajectories?el=1_x_8&enrichId=rgreq-a5ac8d4b954bda0102a8ae2dcfdacd20-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzI2NTI5NTM0MztBUzoxNTM5MDgwNjg0OTEyNjRAMTQxMzcwNTk1MTI3NQ==
https://www.researchgate.net/publication/40026939_Neuronal_Encoding_of_Human_Kinematic_Invariants_during_Action_Observation?el=1_x_8&enrichId=rgreq-a5ac8d4b954bda0102a8ae2dcfdacd20-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzI2NTI5NTM0MztBUzoxNTM5MDgwNjg0OTEyNjRAMTQxMzcwNTk1MTI3NQ==
https://www.researchgate.net/publication/237085107_Segmenting_sign_language_into_motor_primitives_with_Bayesian_binning?el=1_x_8&enrichId=rgreq-a5ac8d4b954bda0102a8ae2dcfdacd20-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzI2NTI5NTM0MztBUzoxNTM5MDgwNjg0OTEyNjRAMTQxMzcwNTk1MTI3NQ==
https://www.researchgate.net/publication/16528977_The_law_relating_kinematic_and_figural_aspects_of_drawing_movments?el=1_x_8&enrichId=rgreq-a5ac8d4b954bda0102a8ae2dcfdacd20-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzI2NTI5NTM0MztBUzoxNTM5MDgwNjg0OTEyNjRAMTQxMzcwNTk1MTI3NQ==


t

0

5  Les  modèles  cinématiques  pour  les  mouvements  point  à  point  dans  le  plan  supposent  généralement  que  la  
trajectoire  du  mouvement  est  une  ligne  droite,  la  vitesse  et  l'accélération  du  mouvement  aux  points  de  départ  et  d'arrivée  de
la  trajectoire  est  nulle.

Dans  le  cas  du  modèle  à  jerk  minimum  contraint  (n  =  3),  le  problème  de  trouver  les  chemins  pour  
lesquels  les  trajectoires  maximalement  lisses  satisfont  les  deux  tiers

un  ordre  arbitraire  n  (2.4)  le  long  d'un  certain  nombre  de  trajets  périodiques  a  été  dérivé  et  comparé  
aux  prédictions  de  la  loi  de  puissance  des  deux  tiers  et  aux  données  expérimentales

degré :  σexemple(t)  =

coût  nul.

façons.  La  paramétrisation  largement  connue  est  basée  sur  la  longueur  de  l'arc  euclidien.

à  chaque  ordre  de  finesse  n.  Systèmes  d'intérêt  particulier  et  leurs  solutions

arc  [54,  52].  La  condition  nécessaire  pour  de  tels  chemins  a  été  obtenue  sous  une  forme  de

application  continue  d'un  paramètre  scalaire  sur  la  courbe.

tion  est  légitime  pour  tout  β.  C'est  la  mesure  de  l'arc  euclidien  lorsque  β  =  0

L'arc  σexemple  de  l'exemple  2.2  est  invariant  par  transformation  euclidienne.  Cependant,  lorsque  
β  =  0,  il  n'est  pas  égal  à  la  longueur  euclidienne  qui  est  la

et  certains  sont  connus  de  travaux  antérieurs  qui  utilisaient  la  paramétrisation  équi-affine

le  système  de  deux  équations  différentielles  [54,  52].  Les  solutions  connues  sont  toutes  les  fonctions  
vectorielles  bidimensionnelles  décrivant  des  formes  paraboliques  et  des  cercles  [54,  52]

Exemple  2.2.  Une  courbe  sans  points  d'inflexion  peut  être  paramétrée  avec  la

intégrale  de  l'invariant  différentiel  du  premier  ordre  dans  le  groupe  des  plans  euclidiens

a  été  comparée  aux  données  expérimentales  pour  les  mouvements  planaires  point  à  point5

le  long  des  trajectoires  paraboliques  fournissent  une  valeur  nulle  au  coût  (2.1)  [51,  52].  Connu

groupe  de  transformations  affines.

Toute  courbe  peut  être  géométriquement  paramétrée  dans  une  infinité  de

sont  présentés  ci-dessous.  Une  partie  des  solutions  sont  présentées  pour  la  première  fois  ici

[56].

[51,  52,  6,  55].

modèle  de  loi  de  puissance  a  été  étudié  en  utilisant  la  paramétrisation  d'un  chemin  avec  équi-affine

En  général,  la  paramétrisation  géométrique  d'une  courbe  peut  être  mise  en  œuvre  via  un

5

et  un  cas  particulier  de  spirale  logarithmique  [6,  55].  Trajectoires  à  jerk  minimum

intégrale  de  la  vitesse  euclidienne  pondérée  par  la  courbure  euclidienne  élevée  à  un  certain

métamorphoses.  Plus  loin  dans  le  texte,  je  considère  également  les  arcs  dans  d'autres  sous-groupes  du

et  mesure  de  l'arc  équi-affine  lorsque  β  =  1/3.  

[56].  Prédictions  approximatives  des  trajectoires  de  mouvement,  c'est-à-dire  de  la  vitesse  de  
déplacement  le  long  de  trajectoires  géométriques  prédéfinies,  qui  minimisent  le  coût  fonctionnel  avec

les  solutions  non  paraboliques  (cercle  et  spirale  logarithmique  spécifique)  ne  fournissent  pas

σ˙  eu(τ)·  [ceu(σeu(τ))]β  dτ.  Cette  paramétrisation  géométrique

Dans  ce  travail,  le  problème  de  trouver  des  chemins  dont  les  trajectoires  maximalement  lisses  
fournissent  une  accumulation  de  paramètres  géométriques  à  vitesse  constante  est  considéré  pour  un  
ordre  arbitraire  de  lissage  n.  Une  classe  d'équations  différentielles  décrivant  de  tels  chemins  est  
dérivée.  Le  système  de  deux  équations  différentielles  correspond
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vitesse  constante
3.1  Chemins  de  déplacement  offrant  des  trajectoires  optimales  avec

3  Systèmes  d'équations  différentielles,  cas  général

6La  fonction  σ(t)  doit  être  strictement  monotone.  On  considère  ici  le  cas  d'une  fonction  strictement  
croissante,  cependant  les  mêmes  résultats  peuvent  être  obtenus  pour  une  fonction  strictement  
décroissante.

0

t=T

2

J

σ˙  (t)

2

J

0

22

t=0

  rL,n(t)  =  arg  min
σ˙  (t)

(3.1)

Jσ(rL,  n),  t    [0,  T ]

dt

Jσ(rL,  n),  t    [0,  T ]

Σ  
n(t)  =  const  = .

dtk

Étant  donné  la  paramétrisation  géométrique  σ  du  chemin  r  (une  courbe  le  long  de  laquelle  
la  trajectoire  est  «  tracée  »)  dans  l'espace  à  L,  je  note  par  ̃σ    rL,n(t)  la  paramétrisation  
temporelle  du  «  dessin  »  du  chemin  qui  fournit  un  coût  minimal  Jσ   (rL,  n)  sous  contraintes  
au  bord :

σ˙

,

d  
n  rL(σ(t))  dtn

6

d  nx1(σ(t))  
dtn

dtk

Pour  une  dimension  donnée  de  l'espace  L  et  l'ordre  de  différenciation  n  je  cherche  à  trouver  
les  courbes  pour  lesquelles  la  solution  du  problème  d'optimisation  avec  contraintes  (3.2)  
fournit  une  vitesse  constante  de  "tracer"  la  courbe :

.

A˜  =  rL :  σ˜˙    n,  L

le  point  indique  la  différenciation  par  rapport  au  temps  t.  La  solution  du  problème  
d'optimisation  sans  contraintes  au  bord  est  notée  σ

d  nxL(σ(t))  
dtn

Considérons  n  fois  la  courbe  différentiable  rL(σ)  =  (x1(σ),  x2(σ), . . . ,  xL(σ))  dans  l'espace  
de  dimension  L ,  σ    [0,  Σ].  Soit,  sans  limitation  de  généralité,  σ(t)  une  fonction  strictement  
croissante6  et  n  fois  différentiable  de  t    [0,  T ],  σ(0)  =  0,  σ(T )  =  Σ.  La  fonctionnelle  
moyenne  quadratique  du  coût  de  la  dérivée  [56]  associée  à  la  dérivée  d'ordre  n  de  la  
courbe  et  à  sa  paramétrisation  σ(t)  est  définie  comme  suit :

=

=  0,  k  =  2, . . . ,  n  -1

J

(3.5)

+

Le  problème  d'identification  des  courbes  sous  le  même  critère  d'optimalité  mais  sans  les  
conditions  aux  limites  de  (3.2)  est  également  considéré :

    σ˜˙    rL,n(t)  =  argmin

Jσ(rL,  n)  =

ré  
kσ    σ˙(0)  =  ̇σ(T )  =  Σ/T,

+ . . .  +

An,  L  =  rL :  ̇σ

(3.3)

=

J

(3.4)

(3.2)

dt.

d  kσ

Σ  
n(t)  =  const  = .

d  nx2(σ(t))  
dtn

rl,

rl,
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2

n,  L

n−1

n,  L

d  n−ir  

dσn−i

n,  L

d  n+ir  

dσn+i
je=1

=  constante

La  proposition  3.1  est  démontrée  dans  l'annexe  A.  Des  exemples  des  systèmes  (3.7)  et  (3.8)  
ainsi  que  des  solutions  connues  sont  démontrés  pour  différentes  paramétrisations  géométriques  
dans  les  sections  4,  5  dans  les  équations  (4.3),  (4.10),  (4.13),  ( 4.18),  (4.22),  (5.3),  (5.4).

  σ˙(t)|t(σ)=σ  ≡  v(t)|t(σ)=σ  =  1 .

et  An,  L  sont  présentés  ci-dessous.

(3.6)

(3.8)

Ainsi,  les  conditions  nécessaires  dérivées  pour  les  courbes  de  la  classe  A˜  n,  L  sont  remplies  en  
réalité  par  les  courbes  des  deux  classes :  A˜  et  An,  L.

dσn

,

1.  L'équation  supérieure  des  systèmes  (3.7)  et  (3.8)  est  indépendante  de  la  paramétrisation  
géométrique  d'une  courbe.  L'équation  est  dérivée  du  critère  de  régularité  maximale  de  la  
trajectoire  (3.2)  basé  sur  l'équation  d'Euler  Poisson  pour  les  problèmes  variationnels.  Cas  
particuliers  de  la  partie  supérieure

Proposition  3.1.  Les  courbes  des  ensembles  A˜  et  An,  L  définis  respectivement  en  (3.4)  et  (3.5)  
vérifient  nécessairement  les  équations  supérieures  dans  les  systèmes  (3.7)  et  (3.8).

+  2

7

docteur

·

n,  L :

dσ

n,  L.

j  nr

(3.7)

An,  L    A˜

Introduire  un  système  de  deux  équations  différentielles :

le  point  entre  deux  vecteurs  désigne  leur  produit  scalaire.  La  différenciation  des  deux  côtés  de  
l'équation  supérieure  dans  (3.7)  implique  un  système  dans  lequel  l'équation  supérieure  est  
représentée  uniquement  par  le  produit  scalaire  des  dérivées  du  premier  et  du  (2n)ème  ordre  du  
vecteur  de  position  par  rapport  au  paramètre  géométrique  σ :

Je  considère  les  courbes  des  classes  A˜  n,  L

Quelques  remarques  importantes  sur  les  systèmes  (3.7)  et  (3.8)  et  les  courbes  appartenant  
aux  ensembles  A˜

  σ˙(t)|t(σ)=σ  ≡  v(t)|t(σ)=σ  =  1

· d  2nr  
=  0  

dσ2n

(−1)i

et  An,  L  comme  candidats  pour  les  
primitives  de  mouvement  géométrique.  Les  systèmes  (3.7),  (3.8)  peuvent  être  utilisés  comme  un  
outil  pour  identifier  de  telles  courbes  comme  suit  à  partir  du  résultat  mathématique  principal  de  ce  
travail :

Les  solutions  du  problème  d'optimisation  (3.3)  pour  les  courbes  de  la  classe  An,  L  satisfont  
par  définition  les  conditions  aux  limites  établies  en  (3.2)  et  les  deux  problèmes  d'optimisation  
minimisent  la  même  fonctionnelle  de  coût.  Donc  toutes  les  solutions  (courbes)  appartenant  à  
l'ensemble  An,  L  appartiennent  à  l'ensemble  A˜
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n,  L

"
′ "

7Les  fonctionnelles  de  coût  Jσ(rL,  n)  pour  les  courbes  planes  (L  =  2)  et  spatiales  (L  =  3)  ont  été  utilisées  
dans  différentes  études  de  contrôle  moteur  pour  des  ordres  de  différenciation  n  égal  à  2-4,  par  ex.  [35,  22,  
70,  66,  54,  56,  52,  3,  55].

8Par  exemple,  si  le  paramètre  σ  est  la  longueur  euclidienne,  l'équation  est  invariante  sous  les  
transformations  euclidiennes.  Si  le  paramètre  σ  est  arc  équi-affine  alors  l'équation  inférieure  du  système  est  
invariante  sous  les  transformations  équi-affines.

′′′2  −  2r  r
(3.9)·  r

3,  L  a  
été  formulée  plus  tôt  pour  le  cas  du  coût  minimum  jerk  (n  =  3)  [52] :

mini  
0≤σ≤Σ

·  r−  24r

4.  La  condition  suffisante  suivante  pour  les  courbes  de  l'ensemble  A˜

·  r  
′′′2  9r  +  2r

3.  L'utilisation  de  conditions  de  transversalité  en  plus  de  l'équation  supérieure  dans  les  
systèmes  (3.7)  et  (3.8)  peut  fournir  une  condition  nécessaire  plus  restreinte  pour  
qu'une  courbe  appartienne  à  l'ensemble  An,  L.

=  const1  ≥  0 .

2.  L'équation  inférieure  dans  les  systèmes  (3.7)  et  (3.8)  dépend  du  choix  de  la  
paramétrisation  géométrique.  Le  côté  gauche  de  l'équation  inférieure  et  le  paramètre  
géométrique  σ  des  systèmes  sont  invariants  sous  la  même  classe  de  transformations  
géométriques8 .  Lorsque  le  système  (3.7)  ou  (3.8)  est  résolu  pour  identifier  des  
courbes  candidates  parmi  les  ensembles  A˜  et  An,  L,  la  condition  formalisée  par  
l'équation  inférieure  garantit  que  la  solution  de  l'équation  supérieure  est  bien  une  
courbe  dans  l'  espace  de  dimension  L  et  est  compatible  avec  la  paramétrisation  σ.  
L'exemple  3.2  ci-dessous  montre  une  solution  de  la  up  par  équation  qui  n'est  pas  
cohérente  avec  la  paramétrisation  σ  et  ne  représente  donc  pas  une  courbe.  Dans  le  
cas  où  une  courbe  est  décrite  par  une  fonction  vectorielle  paramétrée  avec  un  certain  
σ,  on  peut  tester  si  la  courbe  satisfait  la  condition  nécessaire  d'appartenance  aux  
classes  définies  en  (3.4),  (3.5).  Pour  ce  faire,  il  suffit  de  vérifier  si  l'expression  
vectorielle  satisfait  l'équation  supérieure  de  l'un  ou  l'autre  des  systèmes  (3.7),  (3.8)  
car  l'équation  inférieure  est  automatiquement  satisfaite  pour  les  courbes  existantes.

l'équation  différentielle  pour  les  courbes  planes  lorsque  n  =  2,  3,  4  et  pour  un  n  
binaire  arbitraire  sont  fournies7  dans  le  tableau  1.  L'équation  supérieure  dans  les  
systèmes  est  invariante  sous  des  transformations  euclidiennes  arbitraires  en  raison  
de  l'invariance  euclidienne  du  produit  scalaire.

(5)  =  const0  ≥  0  ·  r

8

(4)  +  2r

Le  côté  gauche  des  équations  supérieures  du  système  (3.9)  est  identique  au  côté  
gauche  de  l'équation  supérieure  dans  la  condition  nécessaire  (3.7)  et  est  limité  par  
la  contrainte  sur  le  signe  de  la  constante  dans  le  côté  droit.

Machine Translated by Google

https://www.researchgate.net/publication/288967792_An_organized_principle_for_a_class_of_voluntary_movement?el=1_x_8&enrichId=rgreq-a5ac8d4b954bda0102a8ae2dcfdacd20-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzI2NTI5NTM0MztBUzoxNTM5MDgwNjg0OTEyNjRAMTQxMzcwNTk1MTI3NQ==
https://www.researchgate.net/publication/19142358_The_Coordination_of_Arm_Movements_An_Experimentally_Confirmed_Mathematical_Model?el=1_x_8&enrichId=rgreq-a5ac8d4b954bda0102a8ae2dcfdacd20-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzI2NTI5NTM0MztBUzoxNTM5MDgwNjg0OTEyNjRAMTQxMzcwNTk1MTI3NQ==
https://www.researchgate.net/publication/15492205_Minimum-Jerk_Two-Thirds_Power_Law_and_Isochrony_Converging_Approaches_to_Movement_Planning?el=1_x_8&enrichId=rgreq-a5ac8d4b954bda0102a8ae2dcfdacd20-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzI2NTI5NTM0MztBUzoxNTM5MDgwNjg0OTEyNjRAMTQxMzcwNTk1MTI3NQ==
https://www.researchgate.net/publication/13580762_Smoothness_Maximization_Along_a_Predefined_Path_Accurately_Predicts_the_Speed_Profiles_of_Complex_Arm_Movements?el=1_x_8&enrichId=rgreq-a5ac8d4b954bda0102a8ae2dcfdacd20-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzI2NTI5NTM0MztBUzoxNTM5MDgwNjg0OTEyNjRAMTQxMzcwNTk1MTI3NQ==
https://www.researchgate.net/publication/11165168_Comparing_Smooth_Arm_Movements_with_the_Two-Thirds_Power_Law_and_the_Related_Segmented-Control_Hypothesis?el=1_x_8&enrichId=rgreq-a5ac8d4b954bda0102a8ae2dcfdacd20-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzI2NTI5NTM0MztBUzoxNTM5MDgwNjg0OTEyNjRAMTQxMzcwNTk1MTI3NQ==
https://www.researchgate.net/publication/5802931_Minimum_Acceleration_Criterion_with_Constraints_Implies_Bang-Bang_Control_as_an_Underlying_Principle_for_Optimal_Trajectories_of_Arm_Reaching_Movements?el=1_x_8&enrichId=rgreq-a5ac8d4b954bda0102a8ae2dcfdacd20-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzI2NTI5NTM0MztBUzoxNTM5MDgwNjg0OTEyNjRAMTQxMzcwNTk1MTI3NQ==


2

n−1

2

n−1

je=1

(4)2  −  2x  ′′′x  (5)  −  2y  ′′y  (5)

je=1

n,  L

9

(4)2  +  y

critère  dans  la  théorie  du  contrôle  moteur

(−1)i  (x  (n−i)x  (n+i)  (n−i)  +  yy

2 =  0  Cas  du  critère  planaire  "d'accélération  minimale"  dans  la  
théorie  du  contrôle  moteur

critère  dans  la  théorie  du  contrôle  moteur

n

′  r k  =  1, . . . ,  L;  σ  est(−1)i  r

(n)  x

′′2  ′′2  +  yx

3D :  ligne  de  vis  parabolique  [52,  55].=  constante

2

=  0  Équation  pour  le  cas  planaire.

=  0  Cas  du  "minimum-jerk"  planaire

Commande

+2x  ′x  (5)  +  2y  ′y  (5)

=  constante

kσ  _(2n)  =  0  ·  r(n−i)  (n+i)  ·  r Espace  de  dimension  L.

(n+i) )  =  const

x  ′x  (8)  +  y  ′y  (8)

Commentaires  sur  l'équation

. . .

k !

Tableau  1 :  Équation  supérieure  dans  les  systèmes  (3.7),  (3.8)  qui  est  nécessairement  satisfaite  par  les  courbes  appartenant  aux  classes  A˜  et  An,  L  par  
rapport  à  σ.  
Le  point  entre  deux  vecteurs  entre  parenthèses  dans  la  ligne  correspondant  au  cas  n  désigne  le  produit  scalaire  des  vecteurs.  Les  détails  sur  les  solutions  planes  
mentionnées  dans  le  tableau  1  sont  fournis  dans  le  tableau  2.  Les  solutions  spatiales  sont  analysées  dans  la  section  5.

définis  en  (3.4)  et  (3.5)  respectivement.  Le  nombre  premier  et  l'ordre  de  différenciation  entre  parenthèses  correspondent  à  la  dérivée

Paraboles  

2D :  Paraboles,  cercles  [52,  55],  spirale  
logarithmique  [6,  55].

Solutions  connues  lorsque  σ  

est  un  arc  équi-affine

arc  équi-affine  en  dimension  L.

=  0  Cas  du  "minimum-snap"  planaire

Dérivée  de  

l'équation  x  ′x  

(4)  +  y  ′y  (4)

3D :  ligne  de  vis  elliptique  

2D :  paraboles,  cercles,  
spirale  logarithmique  
3D :  lignes  de  vis  paraboliques  et  elliptiques

′′′2  ′′′2  +  yx

4

+2x  ′′x  (6)  +  2y  ′′y  (6)  −  2x  ′x  (7)  −  2y  ′y  (7)
. . .

(n)  +  y +

3

(n)  2  +  2  r

Pour  les  courbes  3D  L  =  3.

,=  constante

X

−  2x  ′′x  (4)  −  2y  ′′y  (4) x  ′x  (6)  +  y  ′y  (6)

x  ′x  (2n)  +  y  ′y  (2n)

Pour  L  <=  n,  r  =  {x1, . . . ,  xL}  m

xk(σ)  =

. . .

Équation,  exemple  ou  cas  
général  −  2x  ′x  

(3)  −  2y  ′y  (3)  =  const
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L'arrière-plan  des  notions  géométriques  utilisées  dans  l'exemple  3.2  peut  être  trouvé  
ailleurs,  par  ex.  dans  [64,  28].  Ils  sont  introduits  dans  le  cadre  du  contrôle  moteur  au  chapitre  
2  de  [52].

τ=0

2

9

UE

2

v˜βdτ

2

β

β

t

β

2

2

2β

2

UE

1/3  vea  =  veu  c  eu

ch

9

et  certains  de  ses  sous-groupes
4  Arc  dans  les  géométries  de  groupe  affine  dans  le  plan

Donc  σ˜β  est  la  paramétrisation  légitime  d'une  courbe  sans  points  d'inflexion.

v˜β  ≡  veu  ceu

Considérons  la  paramétrisation  avec  courbure  euclidienne  élevée  à  la  puissance  β :

v˜β  =  ( ˙x

3  v  

et  3  v

+  ̇y

satisfait  les  équations  du  tableau  1  pour  n  ≥  2  car  les  dérivées  de  x,  y  par  rapport  à  σ˜β  à  partir  
de  l'ordre  3  sont  toutes  nulles.  Cependant  si  la  paramétrisation  linéaire  de  σ˜β  par  rapport  au  
temps  est  prise  signifiant  vitesse  constante,  disons  σ˜β  =  t,  alors  x  =  t,  y  =  t  2/2  impliquant  x˙y¨  −  
y˙x¨  =  1.  Dans  tourner,  en  utilisant  t  =  ̃σβ  dans  (3.10)  implique

Il  y  a  donc  une  contradiction  entre  la  paramétrisation  de  la  fonction  vectorielle  et  la  paramétrisation  
géométrique  de  la  courbe  qui  apparemment  pourrait  être  définie  par  cette  fonction  vectorielle.  
Donc  la  fonction  vectorielle  {x  =  ̃σβ,  y  =  ̃σ /2}  ne  représente  pas  une  courbe  paramétrée  par  σ˜β  
quand  β  =  1/3,  alors  que  le  cas  β  =  1/3  correspond  à  une  paramétrisation  avec  arc  équi-affine.  

=

dix

+  ̇y

et  donc

Exemple  3.2.

Le  paramètre  géométrique  correspondant  est  égal  à  la  vitesse  intégrée :

.

σ˜β(t)  =

La  dérivée  temporelle  de  l'arc  équi-affine  appelée  vitesse  équi-affine  ≡  vea  
=  ( ˙xy¨−y˙x¨)  1/3  est  définie  comme  suit :  σ˙ .  La  dérivée  temporelle  de  la  longueur  de  l'arc  euclidien  est  définie  

comme  σ˙  ≡  veu  =  x˙  2  +  ̇y  2.  La  courbure  euclidienne  en  un  point  de  la  trajectoire  est  calculée  
comme  suit :

(3.10)

x˙y¨  −  y˙x¨  

( ˙x  2  +  ̇y  2)  3/2

β/2

qui  est  une  fonction  strictement  monotone  pour  la  courbe  sans  points  d'inflexion  (bien  qu'elle  ne  
représente  pas  nécessairement  un  arc  de  courbe  dans  certaines  géométries).

)  1/2−3β/2  ·  1  β  =  (1  +  ̃σ )  1/2−3β/2  =  1  quand  β  =  1/3 .

=  ( ˙x

Évidemment,  la  fonction  vectorielle

Différents  types  d'invariance  ont  été  analysés  dans  les  études  de  l'action  et  de  la  perception  du  
mouvement.  Par  exemple,  les  mouvements  de  la  main  point  à  point  sont  supposés

x  =  ̃σβ,  y  =  ̃σ

ceu  =

.)  1/2−3β/2  ( ˙xy¨  −  y˙x¨)
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4.1  Groupe  équi-affiné

t
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1/3
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Les  systèmes  d'équations  présentés  dans  cette  section  représentent  des  cas  
particuliers  du  système  (3.7).  Des  cas  particuliers  correspondants  du  système  (3.8)  
peuvent  être  obtenus  simplement  en  remplaçant  l'équation  supérieure  par  le  produit  
scalaire  des  dérivées  d'ordre  1  et  6  du  vecteur  de  position  par  rapport  à  l'arc  correspondant.

x˙  

y˙

Les  transformations  équi-affines  de  coordonnées  font  intervenir  5  paramètres  indépendants  
et  sont  de  la  forme :

(4.3)

formation,  comme  suit :  x  =  σea,  y  =  σ

produire  des  trajectoires  presque  rectilignes.  De  telles  formes  correspondent  à  l'invariance  
euclidienne ;  des  mouvements  plus  complexes  ont  été  analysés  dans  le  cadre  des  
géométries  équi-affines  et  affines,  les  références  aux  travaux  correspondants  sont  
présentées  dans  l'Introduction.  Dans  cette  section,  je  présente  les  systèmes  (3.7),  (3.8)  
pour  le  cas  du  modèle  à  secousse  minimale  (n  =  3)  en  supposant  une  vitesse  constante  
d'accumulation  d'arc  dans  différentes  géométries.  Les  expressions  de  la  vitesse  
d'accumulation  de  l'arc  qui  sont  présentées  ci-dessous  sont  basées  sur  les  résultats  de  
[64].  Les  informations  sur  la  relation  entre  le  système  d'équations  dérivé  (3.7)  et  les  
solutions  candidates  sont  résumées  dans  le  tableau  2.

′′′  2x

1.  La  parabole  est  paramétrée  avec  un  arc  équi-affine,  jusqu'à  un  trans  équi-affine  ea/
2.  La  classe  des  paraboles  constitue  

une  solution  évidente  de  (4.3)  invariant  sous  des  transformations  affines  arbitraires  
[52,  55].  Dessiner  des  paraboles  avec  une  vitesse  équi-affine  constante  minimise  
la  fonctionnelle  de  coût  (3.1)  et  fournit  un  coût  nul  [51].

11

La  vitesse  d'accumulation  de  l'arc  équi-affine  est  calculée  comme  suit  [64] :

Le  système  (4.3)  est  réécrit  dans  (4.10)  pour  le  cas  où  la  courbure  équi-affine  d'une  
courbe  est  une  fonction  connue  de  l'arc  équi-affine.  Les  résultats  pour  les  solutions  
candidates  (parabole,  cercle,  spirale  logarithmique  [55])  sont  les  suivants :

=  1 .

=

(4.1)

σ˙

σ˙  ea(τ)dτ .σea  =

α  β  γ  
δ

Le  système  (3.7)  pour  n  =  3  (cas  du  modèle  minimum-jerk)  dans  le  plan  devient  [51,  52,  
55] :

(4.2)

(4.4)

′′′2  
−  2x  ′′x  (4)  −  2y  ′′y  (4)  +  2x  ′x  (5)  +  2y  ′y  (5)  +  y  =  const,  x  ′y  ′′  −  x  ′′y  ′  =  1 .

x¨  

y¨

x1  =  αx  +  βy  +  a  y1  
=  γx  +  δy  +  b,

où  la  différenciation  est  mise  en  œuvre  par  rapport  à  l'arc  équi-affine
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′

′2 ′

′

κea  =  x  ′′y  ′′′  −  x  ′′′y  ′′

2β /3

"

2

ch

′

(6)

2

qui  peut  être  substitué  dans  (4.7)  pour  impliquer  les  expressions  pour  x(σea),  y(σea).

′

′

ch

′

(σea))  +  r

(4.7)

·  cos(√  κeaσea)  
·  sin(√  κeaσea) .

r  ′′′(σea)  +  κ(σea)r

3.  La  spirale  logarithmique  peut  être  paramétrée  avec  un  angle  polaire :

(σea)  =  ln  2β

′  r  ·  r

2 ))1/3  ·  e  dσea/d   =  (const2  (1  +  β

Apparemment,  (4.7)  n'est  solution  de  (4.3)  que  pour  le  cas  β  =  ±3/  √  7  [6,  55].

(σea)  =  0

(σea)κ(σea)) .

·  r  ′′)(3κ  ′′(σea)  +  κ

(6)  ·  r

2.  Le  cercle  est  paramétré  avec  un  arc  équi-affiné  comme  suit :

.

3

de  l'identité  x  =  1  qui,  en  particulier,  apparaît  dans  le  système  (4.3).  Apparemment,  la  courbure  
équi-affine  (4.6)  d'une  courbe  est  un  facteur  d'échelle  entre  les  dérivées  1ère  et  3ème  ordre  
du  vecteur  position :

x  =  const  ·  exp  (β )  cos ,  y  =  const  ·  exp  (β )  sin  .

(σea))  +  r

(σea)κ(σea))  =  0 .  
(4.8)

Ici  κea  est  une  courbure  équi-affine  [64,  28,  8]  (le  contexte  nécessaire  pour  le  cadre  
actuel  est  fourni  dans  [52]) :

ce  qui  implique  la  possibilité  d'exprimer  des  dérivées  d'ordre  supérieur  du  vecteur  r(σea)  en  
fonction  de  ses  dérivées  du  1er  et  du  2ème  ordre  lorsque  la  courbure  équi-affine  est  une  
fonction  connue  de  longueur  équi-affine.  En  particulier,

r

(4.5)

Introduction  de  la  paramétrisation  avec  arc  équi-affine  de  (4.2)  et  intégration

(4.6)

12

résulte  en:

−  x  ′′y  ′

=  r  ′′(3κ  ′′(σea)  +  κ

Les  dérivées  1ère  et  3ème  ordre  du  vecteur  position  d'une  courbe  plane  r(σea)  par  rapport  
à  l'arc  équi-affine  sont  parallèles.  Le  parallélisme  suit

Par  conséquent,  la  dérivée  première  de  l'équation  supérieure  du  système  (4.3)  (r  =  0)  peut  
être  réécrite

−3/4  x  =  x0  +  κ  
−3/4  y  =  y0  +  κ

La  courbure  équi-affine  est  constante  positive  pour  les  ellipses  incluant  des  cercles,  
nulle  pour  les  paraboles  et  constante  négative  pour  les  hyperboles  [64].  Le  cercle  est  
une  solution  non  invariante  sous  des  transformations  équi-affines  arbitraires,  cependant  
les  cercles  sont  des  solutions  invariantes  sous  des  transformations  euclidiennes  (4.20)  
(translation  et  rotation)  [52,  55].

2βσea  
2 ))−1/3  +  1  ·  (const2  (1  +  β  3

y

(κ  ′′′(σea)  +  4κ

(6)  =  (r (κ  ′′′(σea)  +  4κ
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′′′  κ

=

X

9(x  ′y  ′′  −  x  ′′y  ′)

d

′  2r

y

y
3(x  ′y  ′′  −  x  ′′y  ′ )  ·

d

  

·

′  ′′  ·  r

x˙  

y˙

(4.10)

′′′  x

.

(4.11)

y

3  ̇σ  3

+  4κ  ′κ  
dσea .

X

′′′2  ′′′2  +  yx

1

=  ̇σea√  κea  

(4.12)  
où  ̇σea  est  la  vitesse  équi-affine  (4.2)  et  κea  est  la  courbure  équi-affine  (4.6).  Le  système  (3.7)  
pour  n  =  3  dans  le  plan  devient

xd  ̇  4x/dt4  yd  
˙  4y/dt4

′′  x

y

Les  transformations  affines  de  coordonnées  font  intervenir  6  paramètres  indépendants  et  sont  de  
la  forme :

·

(4.13)

Notant  que  r

,

,

...

+  12(x  ′y  ′′  −  x  ′′y  ′ )  ·

=  0 .

2

y

(σea)κ(σea)  

3κ  ′′(σea)  +  κ  2(σea)

+  12  ̇σ  3

F(σea)  =

−  2x  ′′x  (4)  −  2y  ′′y  (4)  +  2x  ′x  (5)  +  2y  ′y  (5)  =  const,

(4)  y

(σea)  =  rx  
′y  ′′  −  x  ′′y  ′  =  1

′2  
(r  

2  dσea

x¨  

y¨
σ˙

′′′  x

=  1 .

(r  
dσea

...

x1  =  αx  +  βy  +  a  y1  =  
γx  +  δy  +  b,

Ici  la  différenciation  est  mise  en  œuvre  par  rapport  à  l'arc  affine  σa.  Les  résultats  pour  les  solutions  
candidates  (parabole,  cercle,  spirale  logarithmique)  sont  les  suivants :

où

),  l'équation  (4.8)  implique  que

9  ̇σ  6

X

−  5
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La  vitesse  d'accumulation  d'arc  affine  est  calculée  comme  suit10 :

Après  intégration  (4.9)  le  système  (4.3)  peut  être  réécrit  comme  suit :

y

′  x

y

1

2  3κ  ′′  +  κ

−  5

′2  κ  ′′′(σea)  +  4κ )  
=  −r

...

(0)  exp  [−2  (F(σea)  −  F(0))]

′  x

=

(4.9)

...

α  β  γ  
δ

1.  La  longueur  affine  de  la  parabole  est  nulle,  de  même  que  la  longueur  équi-affine  de  la  ligne  
droite  est  nulle  ou  la  longueur  euclidienne  d'un  point  est  nulle.  Par  conséquent,  tester  si  les  
paraboles  sont  des  solutions  du  système  (4.13)  n'a  pas  de  sens.  La  courbure  affine  de  la  
parabole  n'est  pas  définie.

4.2  Groupe  Affine

10La  formule  de  la  vitesse  d'accumulation  d'arc  affine  dans  [64]  contient  une  faute  
d'impression  et  est  donc  différente  de  (4.12).

"

′2

2

ch

(4)

′

ch

ch

2

′′′

un

′

′2

′′′′

2
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Californie

3

2

3

ch

ch

3

6

σa  
9+β2

4

ch

2

σa  cos  9+β2

4.3  Groupe  centre-affiné

.  Donc  sans  limitation  de  généralité

−3/4  
·  cos(σa)  x  =  x0  +  κ  

−3/4  ·  
sin(σa)  y  =  y0  +  κ

3

(4.16)

Le  système  (3.7)  pour  n  =  3  dans  le  plan  devient

  =

√

σ˙  3

′′′  2x
(4.18)

3.  Spirale  logarithmique.  La  vitesse  d'accumulation  de  l'arc  affine  de  la  spirale  arithmétique  
logarithmique  (4.7)  par  rapport  à  l'évolution  de  l'angle  polaire    est  la  suivante

Les  transformations  affines  au  centre  des  coordonnées  font  intervenir  4  paramètres  
indépendants  et  sont  de  la  forme :

σ˙

2.  Cercle.  Constatant  que  l'arc  affine  est  la  racine  carrée  intégrée  de  la  courbure  équi-affine  
(σa  =  √  κeadσea  [64])  et  que  la  courbure  équi-affine  d'un  cercle  −1/2  est  une  constante  
positive  on  obtient  immédiatement  pour  un  cercle :  σea  =  κ  ea  σa .

σa .  √  
9+β2

α  β  γ  
δ

9  +  β

La  vitesse  d'accumulation  d'arc  affine  au  centre  est  calculée  comme  suit  [64] :

qui  est  solution  du  système  (4.13).  Les  cercles  constituent  des  solutions  non  invariantes  
sous  transformation  affine  arbitraire.  La  classe  des  cercles  est  invariante  sous  les  
transformations  euclidiennes  et  la  mise  à  l'échelle  uniforme.

−  9β

′′′2  
−  2x  ′′x  (4)  −  2y  ′′y  (4)  +  2x  ′x  (5)  +  2y  ′y  (5)  =  const,  +  yx  ′y  ′′  

−  x  ′′y  ′  =  1 .  xy′  −  x  
′y

(4.14)

σa.  L'expression  de  la  spirale  logarithmique  (4.7)  devient

14

9  +  β  
3

y(σa)  =  const  ·  exp  β  σa  sin  √  9+β2

x1  =  αx  +  βy  y1  
=  γx  +  δy ,

(4.15)

(4.17)=

En  remplaçant  dans  (4.5)  on  obtient :

constante  inférieure  dσa/d   =

x(σa)  =  const  ·  exp  β  √

La  spirale  logarithmique  satisfait  le  système  (4.13)  pour  β  qui  sont  des  solutions  de  
l'équation :  5  −  5β  +  β  =  0  et  il  existe  des  solutions  réelles  β  =  ±  5  ±  2  √  5.

=  0 .

x  x˙  y  
y˙
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1
1+β2  σca  cos

1

1

Californie

1+β2  σca  sin

UE

1+β2  σca .

1
1+β2  σca

2

4.4  Groupe  euclidien

Les  résultats  pour  les  solutions  candidates  (parabole,  cercle,  spirale  logarithmique)  sont  les  suivants :

limitation  de  généralité    =  spirale  

mic  (4.7)  devient

2.  Cercle.  En  utilisant  la  paramétrisation  d'un  cercle  de  longueur  équi-affine  comme  dans  (4.5),  
l'équation  (4.17)  implique,  sans  limitation  de  généralité,  que  pour  un  cercle  la  vitesse  centre-
affine  est  liée  à  la  vitesse  équi-affine  comme  suit :

y(σca)  =  const  ·  exp  β

Les  transformations  euclidiennes  de  coordonnées  sont  3-paramétriques,  elles  sont  de  la  forme :

La  différenciation  est  mise  en  œuvre  par  rapport  à  l'arc  affine  au  centre  σca.

3.  Spirale  logarithmique.  Le  calcul  direct  basé  sur  (4.17)  implique  que  la  vitesse  d'accumulation  
de  l'arc  affine  au  centre  par  rapport  à  la  modification  de  l'angle  polaire    de  (4.7)  est  la  
constante  suivante  dσca/d   =  1  +  β  2.  Sans

x1  =  x  cos(θ)  −  y  sin(θ)  +  a  y1  =  x  
sin(θ)  +  y  cos(θ)  +  b

σ˙

La  courbure  équi-affine  d'un  cercle  est  constante  positive.  Par  conséquent,  dessiner  un  cercle  
avec  une  vitesse  centre-affine  constante  équivaut  à  dessiner  un  cercle  avec  une  vitesse  équi-
affine  constante.  Ainsi  le  système  (4.18)  est  satisfait  pour  tout  cercle  car  les  cercles  satisfont  
le  système  d'équations  correspondant  pour  la  paramétrisation  équi-affine.

15

x(σca)  =  const  ·  exp  β

La  spirale  logarithmique  satisfait  le  système  (4.18)  pour  β  =  ±  5  ±  2  √  5.  Ce  sont  les  mêmes  β  
que  dans  le  cas  du  groupe  affine !

(4.21)

ch .

.

,

=  x˙  2  +  ̇y

(4.20)

σ˙

1  +  β

(4.19)

La  vitesse  d'accumulation  de  l'arc  euclidien  qui  est  une  notion  standard  de  vitesse  tangentielle  dont  
l'intégrale  est  égale  à  la  longueur  de  la  trajectoire  tracée  se  calcule  comme  suit :

σa.  L'expression  du  logarithme

1.  Parabole.  L'équation  (4.17)  implique  que  les  coordonnées  d'une  parabole  paramétrée  avec  
une  longueur  affine  au  centre,  à  une  transformation  affine  au  centre  près,  sont :  x(σca)  =  1/
const·exp(σca/  √  2),  y(σca)  =  1/(2const2 )·exp(√  2σca).  Ces  expressions  ne  satisfont  pas  
l'équation  supérieure  du  système  (4.18).

1/8  ·  σ˙  =  κea

1
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′′′2

1+β2

1+β2
β

β

1+β2

1+β2

β

β

2

2

4.5  Pseudosolutions

2.  Cercle.  Le  mouvement  à  vitesse  euclidienne  constante  le  long  d'un  cercle  est  équivalent  au  
mouvement  à  vitesse  angulaire  constante  donc  il  est  aussi  équivalent  au  mouvement  à  
vitesse  constante  équi-affine.  Donc  le  système  (4.22)  est  satisfait  pour  les  cercles.

′2  =  1 .

1  Spirale  logarithmique  satisfait  le  système  (4.22)  pour  β  =  ± .  Ces  valeurs  √  5  de  β  sont  
différentes  des  valeurs  de  β  dans  les  cas  où  des  arcs  équi-affines,  affines  ou  centrés  
affines  sont  accumulés  à  vitesse  constante  alors  que  la  fonctionnelle  de  coût  est  minimisée.

+  y

(4.23)

β  

1  +  β  
sion  pour  la  spirale  logarithmique  (4.7)  devient

σeu  cos  ln

σeu  sin  ln

J'appelle  pseudo-solution  une  fonction  vectorielle  qui  satisfait  l'équation  supérieure  du  système  
(3.7)  mais  ne  satisfait  pas  l'équation  inférieure  du  système.  Dans

−  2x  ′′x  (4)  −  2y  ′′y  (4)  +  2x  ′x  (5)  +  2y  ′y  (5)  =  const,

√

√

Le  système  (3.7)  pour  n  =  3  dans  le  plan  devient

La  différenciation  est  implémentée  par  rapport  à  l'arc  euclidien  σeu.  Les  résultats  pour  les  solutions  
candidates  (parabole,  cercle,  spirale  logarithmique)  sont  les  suivants :

σeu /β.  L'expres

σeu /β

σeu /β .

2x  _

′  2x

y(σeu)  =  const  ·  √

+  y

3.  Spirale  logarithmique.  Le  calcul  direct  basé  sur  (4.7)  et  (4.21)  implique  que  la  vitesse  
d'accumulation  de  la  longueur  de  l'arc  euclidien  par  rapport  à  la  modification  de  l'angle  
polaire    est  l'expression  suivante  dσeu/d   =  1  +  β

(4.22)
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exp(β ).

x(σeu)  =  const  ·  √

′′′  2x

1.  Parabole.  L'équation  (4.21)  implique  que  les  coordonnées  d'une  parabole  paramétrée  avec  
la  longueur  euclidienne,  jusqu'à  la  transformation  euclidienne,  sont  dérivées  des  deux  
équations  suivantes :  σeu(x)  =  0,5x  √  x  +  1+  0,5  ln(x+  √  +  1) ,  y(x)  =  x  2/2.  Ces  expressions  
ne  satisfont  pas  le  système  (4.22)  et  donc  le  mouvement  à  vitesse  euclidienne  constante  
le  long  de  la  parabole  ne  minimise  pas  le  jerk.  Le  même  résultat  peut  également  être  
conclu  du  fait  que  la  trajectoire  de  dessin  de  la  parabole  à  vitesse  équi-affine  constante  (ce  
qui  minimise  l'à-coup)  est  différente  de  la  trajectoire  de  dessin  de  la  même  forme  à  vitesse  
euclidienne  constante,  bien  sûr  les  durées  des  deux  trajectoires  sont  égaux.

Sans  limitation  de  généralité    =  ln
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4.6  Résumé  pour  les  solutions  planes  connues  et  quelques  pseudo-
solutions

N'importe  lequel

(3.8))  dans  le  plan  pour  un  ordre  de  régularité  de  trajectoire  n  =  3  et  des  paramétrisations  géométriques  
invariantes  dans  le  groupe  affine  et  trois  de  ses  sous-groupes.  Invariance  de

autrement  dit  la  fonction  vectorielle  ne  représente  pas  une  courbe  pour  un  paramétrage  géométrique  
donné.  L'exemple  3.2  a  démontré  une  fonction  vectorielle  qui  est

2.

y(σ)  =  sin(σ)  cosh(βσ) ,

arc

Pseudo-
solution

N'importe  lequel

Équi-affiné

Logarithmique  -  Spirale  euclidienne  

(4.7)  "cosh  
spiral" (4.24)  "sinh  

spiral" (4.25)

spirale  paramétrée  avec  des  arcs  affines  ou  affines  au  centre)  les  deux  vecteurs  suivants

Pseudo-
solution

satisfont  l'équation  supérieure  du  système  (3.7)  mais  ne  représentent  pas  une  courbe

arc

N'importe  lequel

la  classe  de  courbes  et  la  valeur  du  paramètre  β  de  la  spirale  logarithmique  sont

une  solution  en  paramétrisation  équi-affine  et  seulement  une  pseudo-solution  dans  un  ensemble

Affiné

Aucun

Pseudo-
solution

(4.24)

Pseudo-

Quand  β  =  Quand  β  =  Quand  β  =  Quand  β  =

Euclidien  affine  au  centre

les  fonctions:

paramétré  par  l'un  des  éléments  mentionnés  ci-dessus  (équi-affine,  affine,  affine  au  centre,

Non  pertinent

Pseudo-
solution

Aucun

Pseudo-
solution

x(σ)  =  cos(σ)  sinh(βσ)

solution

Les  résultats  de  la  section  4  pour  les  solutions  et  pseudo-solutions  candidates  en  2

N'importe  lequel

x(σ)  =  cos(σ)  cosh(βσ)

arc

Parabole

Pseudo-

paramétrisations  euclidiennes).

indiqué.

d'autres  paramétrisations.  Apparemment,  il  y  a  plus  d'exemples  de  ce  genre.  Quand

Objet

Cercle

Pseudo-
solution

y(σ)  =  sin(σ)  sinh(βσ) ,

arc

les  dimensions  et  l'ordre  de  régularité  de  la  trajectoire  n  =  3  sont  résumés  dans  le  tableau

Tableau  2 :  Solutions  connues  et  deux  pseudo-solutions  du  système  (3.7)  et

N'importe  lequel

17

-  Mise  à  l'échelle  uniforme  ±3/  √  7  ±  5  ±  2  √  5  ±  5  ±  2  √  5  ±1/  √  5

Affiné

solution

(4.25)

Invariance

-  Euclidien  -  

Mise  à  l'échelle  uniforme

β  =  ±  5  ±  2  √  5  (les  mêmes  valeurs  de  β  ont  été  obtenues  dans  les  cas  de

Machine Translated by Google



5  Solutions  dans  l'espace  pour  le  paramétrage  avec
Arc  équi-affiné  3D

11Les  conditions  nécessaires  (3.7),  (3.8)  sont  satisfaites  par  les  solutions  des  deux
problèmes :  1)  avec  conditions  aux  limites  (3.2)  et  2)  sans  conditions  aux  limites  (3.3).

(5.3)

1/  √  53/  √  7

Équi-affiné

x¨  

y¨  

z¨ z

  

′  z

arc

Tableau  3 :  Spirale  logarithmique  avec  les  valeurs  de  β  dans  le  tableau  satisfaisant  la  condition  
suffisante  (3.9)  pour  le  problème  d'optimisation  (3.2)  avec  conditions  aux  limites.

=  1 .

...
σ˙

′′  x

′′  z
,

Euclidien  affine  au  centre

La  vitesse  d'accumulation  de  l'arc  spatial  équi-affine  est  calculée  comme  suit  [64] :

y

−  2x  ′′x  (4)  −  2y  ′′y  (4)  −  2z  ′′z  (4)  +  2x  ′x  (5)  +  2y  ′y  (5)  +  2z

arc

Les  transformations  équi-affines  de  coordonnées  dans  l'espace  font  intervenir  11  paramètres  
indépendants  et  sont  de  la  forme :

...

−  5  ±  √  5  −  5  ±  √  5

X

Le  système  (3.7)  pour  n  =  3  dans  l'espace  devient

(5)  =  constante,

′  x

=  1y

n,  L

(5.2)

′′′  2x

′′′  x

y

Affiner

β

18

arc

(5.1)

=

′′′2  ′′′2  +  z
+  y

′′′  z

La  condition  suffisante  (3.9)  pour  qu'une  courbe  appartienne  à  l'ensemble  A˜  défini  en  (3.4)  est  
satisfaite  pour  les  paraboles  et  les  cercles.  Pour  la  spirale  logarithmique,  la  condition  suffisante  n'est  
satisfaite  que  pour  une  partie  des  valeurs  de  β  du  tableau  2,  comme  démontré  dans  le  tableau  3.  Les  
spirales  logarithmiques  avec  des  valeurs  de  β  dans  le  tableau  3  sont  des  solutions  du  problème  de  
minimisation  (3.2)  avec  des  conditions  aux  limites11  (elles  peuvent  être  des  solutions  du  problème  
des  minimisations  sans  conditions  aux  limites  mais  cela  n'a  pas  été  prouvé).  Différents  tests  doivent  
être  mis  en  œuvre  pour  les  spirales  logarithmiques  avec  des  valeurs  de  β  ne  figurant  pas  dans  le  
tableau  3  afin  d'identifier  si  elles  appartiennent  bien  à  l'ensemble  A˜

arc

x1  =  α1  1x  +  α1  2y  +  α1  3z  +  a  y1  =  
α2  1x  +  α2  2y  +  α2  3z  +  b  z1  =  α3  1x  
+  α3  2y  +  α3  3z  +  c,

x˙  

y˙  

z˙
...

′  z

y

α1  1  α1  1  α1  3

′

ea3

α3  1  α3  1  α3  3

1/6

′′′

α2  1  α2  1  α2  3

"

n,  L

4.7  Condition  suffisante

Machine Translated by Google



0

t

6  Plus  de  cas

  

x  ′x  (6)  +  y  ′y  (6)  +  z  

1.  La  ligne  de  vis  parabolique  [52]  est  paramétrée  avec  un  arc  spatial  équi-affine,  jusqu'à  une  
transformation  spatiale  équi-affine,  comme  suit :

′′  
y  

′′  z

La  différenciation  est  mise  en  œuvre  par  rapport  à  l'arc  spatial  équi-affine

(5.7)

′′  x

σ˙  ea3(τ)dτ .

y  =  σea3  2/2  z  =  
σea3  3/6 .

(5.6)

est  satisfaite  pour  la  ligne  en  vis  parabolique  lorsque  σea3  est  en  dehors  de  

l'intervalle  La  ligne  en  vis  elliptique  appartient  à  la  classe  des  solutions  du  problème  d'optimisation  
avec  conditions  aux  limites  car  elle  satisfait  la  condition  suffisante  (3.9).

.

′′′  x

(5.5)

2.  La  ligne  de  vis  elliptique  est  paramétrée  avec  un  arc  spatial  équi-affine,  jusqu'à  un

ou,  après  différenciation  des  deux  membres  de  l'équation  supérieure  dans  (5.3)

(5.4)

x  =  α  cos  α  −1/3σea3  y  =  α  
sin  α  −1/3σea3  z  =  α  
−1/3σea3 .

′′′  
y  

′′′  z

x  =  σea3

Condition  suffisante  (3.9)  pour  le  problème  d'optimisation  aux  bornes  (3.2)  12+3√  6  10

′  z

12−3  √  6  
10 ,

′  x

De  toute  évidence,  la  ligne  de  vis  parabolique  est  une  solution  invariante  sous  des  
transformations  équi-affines  spatiales  arbitraires.  La  classe  des  lignes  de  vis  paraboliques  
est  invariante  sous  des  transformations  affines  spatiales  arbitraires.

19

=  1 .

σea3  =

transformation  spatiale  équi-affinée,  comme  suit :

Certaines  solutions  pour  un  certain  nombre  de  cas  particuliers  de  l'équation  ont  été  envisagées  ci-
dessus :  dimension  L  =  2,  3 ;  régularité  de  trajectoire  (d'ordre  3) ;  et

(6)  =  0,

′  
y  

′  z

Les  deux  courbes  suivantes  sont  des  solutions  connues  du  système  (5.4).

Les  transformations  euclidiennes  spatiales  et  la  mise  à  l'échelle  uniforme  spatiale  des  
lignes  de  vis  elliptiques  constituent  également  des  solutions  du  système  (5.3).  Les  
transformations  équi  affines  arbitraires  de  la  ligne  de  vis  elliptique  de  la  forme  (5.7)  ne  
seront  pas  nécessairement  des  solutions  du  système  (5.3).
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Une  dérivation  de  la  proposition  3.1

7  Postface

ANNEXES

12Traduit  du  russe  par  FP.

Selon  moi,  l'idée  de  Kolmogorov  signifie  que  la  représentation  des  courbes  dans  le  
cerveau  est  basée  sur  des  primitives  géométriques  qui  font  partie  des  «  mécanismes  
discrets  ».  La  manière  de  représenter  les  "courbes  continues  dans  le  cerveau"  qui  sont  en  
fait  composées  de  primitives  géométriques  pourrait  aller  au-delà  de  la  planification  des  
trajectoires  et  correspondre  également  aux  processus  de  perception  et  à  l'imagination  
géométrique.  De  plus,  je  suppose  qu'à  un  certain  niveau  hiérarchique  des  processus  
cognitifs,  les  "mécanismes  discrets"  des  mouvements  complexes  et  de  la  parole  se  
croisent.  Les  observations  de  la  représentation  en  basse  dimension  des  mouvements  de  
gribouillage  des  singes  avec  des  primitives  paraboliques  et  la  concaténation  liée  à  la  
récompense  des  segments  paraboliques  en  trajectoires  complexes  [53]  soutiennent  la  faisabilité  de  cette  spéculation.

paramétrisation  en  4  géométries.  Tout  d'abord,  il  peut  y  avoir  plus  de  solutions  pour  les  
équations  considérées.  Deuxièmement,  d'autres  cas  de  l'équation,  par  ex.  lorsque  l'ordre  
de  régularité  de  la  trajectoire  n  =  4,  pourrait  posséder  à  la  fois  des  solutions  connues  pour  
n  =  3  et  d'autres  solutions.  En  cas  de  paramétrisation  équi-affine,  toutes  les  paraboles  et  
cercles  sont  solutions  pour  le  cas  n  =  4,  comme  dans  le  cas  n  =  3.  Cependant  solution  de  
la  classe  des  spirales  logarithmiques  (avec  β  =  ±(43  ±  4  √  97 ))  est  différente  de  la  spirale  
logarithmique  qui  est  solution  pour  le  cas  n  =  3  (β  =  ±3/  √  7).  Considérer  des  systèmes  
d'équations  sous  différentes  combinaisons  de  dimension,  d'ordre  de  régularité  de  trajectoire  
et  de  paramétrisation  géométrique  pourrait  conduire  à  plus  de  solutions  dont  la  candidature  
pour  être  des  primitives  de  mouvement  géométrique  peut  être  analysée  plus  en  détail.

L'idée  suivante  d'un  éminent  mathématicien  du  XXe  siècle,  Andrey  Kolmogorov,  a  anticipé  
l'idée  de  l'existence  de  primitives  de  mouvement  géométrique  [38] :  «  Si  nous  nous  
tournons  vers  l'activité  humaine  –  consciente,  mais  ne  suivant  pas  les  règles  de  la  logique  
formelle,  c'est-à-dire  intuitive  ou  activité  semi-intuitive,  par  exemple  aux  réactions  motrices,  
nous  découvrirons  que  la  haute  perfection  et  la  netteté  du  mécanisme  du  mouvement  
continu  reposent  sur  les  mouvements  de  type  géométrique  continu ...  On  peut  cependant  
considérer  que  ce  n'est  pas  une  objection  radicale  contre  les  mécanismes  discrets.  Très  
probablement,  l'intuition  des  courbes  continues  dans  le  cerveau  est  réalisée  sur  la  base  du  
mécanisme  discret  ».12

La  paramétrisation  géométrique  σ  d'une  courbe  est  donnée.  La  règle  σ(t)  d'accumulation  
de  σ  avec  le  temps  le  long  de  la  courbe  est  strictement  monotone  et  différentiable  autant  
de  fois  que  nécessaire.  Notant  qu'il  existe  une  correspondance  biunivoque  entre  t  et  σ,  pour  
la  fonction  σ(t)    [0,  Σ]  définir  une  fonction  inverse  t  =  τ(σ)    [0,  T ].

20
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t=τ(σ)

2
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t=τ(σ)
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Σ

Σ

0

J

0

0

′ ,  y′′, . . . ,  y(n) ;  v,  v′ , . . . ,  v(n−1))dσ ,

où  In  désigne  l'expression  paramétrée  par  σ :

+

≡  σ˙(t)|  t=τ(σ) .  
t=τ(σ)

v  ≡  v(σ)  ≡

w  =  w(σ)  ≡

où  prime  désigne  la  différenciation  par  rapport  à  σ.  Ainsi,  par  exemple,  deux  dérivées  d'ordre  
supérieur  de  σ  par  rapport  au  temps  seront :

dt

′2  2  +  vv .

(A.3)

d

d
[v(σ(t))]  dt  t=τ(σ)

j  =  j(σ)  =  σ(t)  dt3  t=τ(σ)

+

1

Dans(xv

d  nx(σ(t))  
dtn

d  ny(σ(t))  
dtnDans  ≡

Par  exemple:

dσ

d
=  v

+

La  notation  suivante  est  utilisée:

(A.1)

v  (A.2)

·

σ(t)  dt2  t=τ(σ)

Sans  limitation  de  généralité,  d'autres  dérivations  seront  mises  en  œuvre  pour  des  
trajectoires  en  2  dimensions.  Les  dérivations  pour  les  trajectoires  en  3  dimensions  ou  plus  
sont  identiques.  Considérons  donc  Jσ(rL,  n)  de  (3.1)  avec  L  =  2  et  utilisons  (A.1)  pour  
implémenter  le  changement  de  variables :

d  ny(σ(t))  
dtn

dt  =

d  nx(σ(t))  
dtnv

dtσ(t)

x(n) ,  x′′, . . . ,  ′ ;  y

(A.4).

dw  =  v  ′′v  =  v  dσ

De  plus,  la  propriété  suivante  basée  sur  la  règle  de  la  chaîne  est  utilisée  pour  une  fonction  
différentiable  f :

21

dd  f(σ)  ≡  σ˙  f(σ)  
≡  vf′ ,  dσ  dσ

′  v  =  v=
2  j

d  nx(σ(t))  
dtn

dσ  =

d

dtf(σ(t))  =

dσ

d

Jσ(r2,  n)  =

d  ny(σ(t))  
dtn

1
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J

0

2n−2

′

′

∂(In/v)  
∂v(n−1)

2

∂(In/v)  ∂v′
′

n−1

′′′2

′
Σ

Σ

′′′2

′

3

0

2

2n−2

Σ

0

0

v

EP(I)  =  v  (2n−3)(. . .)  +  v  (2n−4)(. . .)  + . . .  +  v

d

Exemple  A.1.  Dans  le  cas  n  =  3,  on  a :

v

l'ordre  de  la  dérivée.  Donc  l'expression

d

+  (x

y

1

(A.7)

v

−

2  2  v

(X

+(−1)n−1  dσn−1

2n−  2v

)jj  

+  6(x  ′′x  ′  +  y  ′′y  ′ )vwj  dσ  =

)v

(A.6)

,  y′′,  y′′′;  v,  v′ ,  v′′)  dσ

dσ

∂  
(. . .)  +  λ  ∂v

∂  
+  λ  

∂v

dσ  
=  T .

2  +

∂  
(. . .)  +  v  2n−2µn  +  λ

(. . .)

(∂(In/v))  ∂v′

Maintenant  en  tant  que

Toutes  les  dérivées  de  v  dans  les  expressions  entre  parenthèses  (. . .)  dans  (A.6)  ont  un  ordre  
inférieur  à  l'ordre  de  la  dérivée  de  v  multipliant  les  parenthèses.  Notez  que  le  terme  dans  (A.6)  

représente  la  valeur  de  la  vitesse  à  la  puissance  2n  −  2  et  non

−

avec  w,  j  de  (A.2).  

)w

est  la  seule  partie  de  (A.6)  qui  ne  contient  pas  de  dérivées  de  v.  Notons  µn  l'  expression  entre  
parenthèses  multipliée  par  v  afin  que  l'équation  d'Euler-Poisson  (A.6)  puisse  être  réécrite  comme  
suit :

=  v  (2n−3)(. . .)  +  v  (2n−4)(. . .)  + . . .  +  v

+  y  ′′′y  ′ )v

Jσ(r2,  3)  =

2  j

1

la  vitesse  d'accumulation  de  l'arc  est  réalisable :

+  6(x  ′′′x  ′′  +  y  ′′′y  ′′)v  4w  +

( ...

1

∂  
(. . .)  +  λ  ∂v

1

+  y

′2  ′2  +  y

=

+  
dσ2

...

=  0

+v

PE(In/v)  =

·  I3(x

v

v

6  +

9(x  

2(x  ′′′x  ′

v

1

,  x′′,  x′′′ ;  y

X
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Exemple  A.2.  Considérons  le  cas  du  critère  du  minimum-jerk,  c'est-à-dire  la  régularité  d'ordre  3.  
En  utilisant  des  dérivations  identiques  aux  dérivations  utilisées  dans

2n−2  v

J'aborde  les  problèmes  d'optimisation  (3.2)  et  (3.3)  avec  une  méthode  standard  issue  du  
calcul  des  variations,  l'équation  d'Euler-Poisson  (EP)  avec  multiplicateur  de  Lagrange  (eg.  [23]).  
Le  multiplicateur  de  Lagrange  (λ)  est  utilisé  pour  garantir  que  la

,

∂(In/v)  ∂v

)dt  =

=  0 .

. . .(A.5)

v

′′2  ′′2  +  y

1

∂v

Machine Translated by Google

https://www.researchgate.net/publication/264967427_Calculus_of_Variation?el=1_x_8&enrichId=rgreq-a5ac8d4b954bda0102a8ae2dcfdacd20-XXX&enrichSource=Y292ZXJQYWdlOzI2NTI5NTM0MztBUzoxNTM5MDgwNjg0OTEyNjRAMTQxMzcwNTk1MTI3NQ==


"′′′

′

je=1

2

2

y

Dans,  x

En  =  En,  x

′

2

2

′

2

2

′

′′′2

n−1

2

t=τ(σ)

′′′2

2

t=τ(σ)

v

−  2  x  (n−1)x  (n+1)  +  y  (n−1)y  (n+1)

d  nx(σ(t))  
dtn

(A.11)

[52],  l'équation  d'Euler-Poisson  correspondant  à  (A.6)  sera  la  suivante :

=  0 .

,  (A.9)

Proposition  A.3.

=

λ

+

,

·  (. . .)  +  v

(n)  µn  =  x

−  2x  ′′x  (4)  −  2y  ′′y  (4)  +  2x  ′x  (5)  +  2y

Le  résultat  de  la  différenciation  dans  la  partie  x

4  +v

Comme  dit  plus  haut,  v,  λ  sont  constants,  donc  sous  l'hypothèse  v  =  0  qui  a  bien  évidemment  
lieu,

(A.10)

(n)  +  y

∂

+  2  x  (n−2)x  (n+2)  +  y  (n−2)y  (n+2)

.

d  ny(σ(t))  
dtn

+  y

=  0 .

(5)  y

+

+ . . .  +  (−1)n−1  ·  2  x  ′x  (2n−1)  +  y

(A.8)

·  (x

(n)  µn  =  x

1

(2n−1)  y

Le  v  souhaitable  pour  la  solution  optimale  est  constant,  selon  (3.4).

peut  être  divisé  en  parties  x  et  y  et  donc  l'argument  fonctionnel  In  de  l'équation  d'Euler-Poisson  
est  également  fractionnable :

=

Ici

·  (. . .)  +  v

.

qui  est  la  version  bidimensionnelle  de  l'équation  supérieure  du  système  (3.7).

−  2x  ′′x  (4)  −  2y  ′′y  (4)  +  2x  ′x  (5)  +  2y

2  v

d  nx(σ(t))  
dtn

·  (. . .)  +

d  nx(σ(t))  
dtn

ou  plus  formellement
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µn  =  const.

(−1)i  x  (n−i)x  (n+i)  (n−i)  (n+i)  +  yy

+  Dans,

v

Par  conséquent,  toutes  les  dérivées  de  v  sont  nulles  et  l'équation  d'Euler-Poisson  pour  le  v  
souhaité  se  réduit  à  ce  qui  suit :

(n)  +  y

′′′2  ′′′2  +  y  
µ3  =  x

Preuve.  Afin  de  trouver  l'expression  de  µn ,  implémentez  la  différentiation  dans  l'équation  
d'Euler-Poisson  (A.5).  Apparemment,  l'argument  de  la  fonctionnelle  de  coût  de  (A.3),

y  (5))  +  λ  ∂v

2  +  2

v  2n−2µn  −

d  ny(σ(t))  
dtn
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je,  j>0

y

2
Dans,  x

2

n

2

2vx(n)n

je,  j>0

k=2

x  (n−(k−1))v  (k−1)

(n)

2

′3

2

t=τ(σ)

(je)

x  (n−(k−1))v  (k−1)

′

t=τ(σ)

n

k=2

je,  j>0

t=τ(σ)

(n)

′

′

2

d  ny(σ(t))  
dtn

t=τ(σ)

2

k=2

−  2x  (n−1)x  (n+1)  +  2x  (n−2)x  (n+2)  + . . .  +  (−1)n−1  ·  2x  ′x  (2n−1)

Donc,  sans  limitation  de  généralité,  j'implémente  la  preuve  pour  la  partie  x  uniquement  et  
j'ai  besoin  de  prouver  que

=

v  ′′v

(j)  (. . .)  =

=

′2  +  v

Le  résultat  pour  la  partie  y  étant  identique  à  (A.12)  avec  un  remplacement  correct  des  termes  
x  par  les  termes  y  décrits  ci-dessus  impliquera  immédiatement  l'égalité  (A.9)  que  je  prouve.

n−1  =  v

1

v).

′  ′  v

sera  mis  à  zéro  sous  le

dσ  dt

+  3x  ′′v  ′

(A.14)

(j)  (. . .) .

k

+  v

n

On  peut  montrer  par  induction  que

d  nx(σ(t))  
dtk

  1

2n−2  =  v

(A.13)

(i)  v

v

(X

Maintenant,  l'expression  pour  d  nx(σ(t))/dtn  sera  réécrite  et  paramétrée  avec  σ.  Les  
dérivées  temporelles  de  x(σ(t))  paramétrées  par  σ  sont  calculées  comme  suit :

(n)  +  xv

v

d  nx(σ(t))  
dtn

x˙|  t=τ(σ)

=  v  · 2  v

v

.

=  (E  -  P)

k

=  v  ·

n

n

2  +  x

X

(j)  (. . .)

Les  expressions  notées  (. . .)  et  multipliées  par  v  (i)v  (j)  dans  (A.13)  ne  sont  pas  pertinentes  
dans  nos  dérivations  en  tant  que  contribution  à  In,  x  
hypothèse  de  vitesse  constante  (v  =  const).

v

est  identique  au  résultat  de  la  différenciation  dans  la  partie  y  In,

dx  dσ

=  x  ′′′v

x  (n−(k−1))v  (k−1)  (n)  +  xv  +

2n−2  =  v

X

x¨|  t=τ(σ)

(n)  (. . .)  +  λx  (. . .)  +  v  ′′(. . .)  + . . .  +  v

  t=τ(σ)

jusqu'au  nom  de  l'argument  (x  étant  remplacé  par  y).

′  +  x

x˙|  t=τ(σ)

v

(i)  v
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∂v

(A.12)

k

2n−2  +  v

∂

x¨|  t=τ(σ)

=  x  ′′v

+

L'expression  (A.13)  implique  pour  la  dérivée  au  carré :

=

′  =  xv

.

(E  -  P)

...  x|  t=τ(σ)

d  nx(σ(t))  
dtn

2  +  v
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(n)  2n−2  v  ·  x

·
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(i)  (. . .)  +  λx

n

Donc  pour  In,  x  de  (A.11)

et  l'équation  d'Euler-Poisson  (A.6)  pour  In,  x/v  sera  la  suivante :

·  x

2n  (−1)k−1

v

X

2

(j)  (. . .)  (A.15)

2

n

(E  -  P)

v

∂  
=  λx  ∂v

+

n

2x  (n−2)x  (n+2)  + . . .  +  (−1)n−1  ·  2x  ′x  (2n−1)

2n−  2v

(n)  x

·
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·

k
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(n−2)  ·  x

n

d

n

·  x

k−1  j

∂v

+  2

+

1

(2n  −  1)v

v

k

X

X

v

.

n−1  j

v

·

,

dσ2

n

∂

2n−  2v

X

·

(n)  ·  x

2n−  2v

(i)  (. . .)  =

v

2n−  2v

·  x

v

3

·  x
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·  x
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(E  -  P)

+  2  ·  v

(−1)k−1

d

et  ainsi

+
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ce  qui  achève  la  preuve  de  la  proposition  A.3  signifiant  que  la  proposition  3.1  est  vraie.

+  (2n  −  1)v

2n−2  (n)  v  ·  x  ·  x

Les  valeurs  des  coefficients  binomiaux  dans  (A.16)  forment  une  tranche  de  triangle  de  Pascal  
sans  deux  nombres  à  la  frontière.  Une  propriété  du  triangle  de  Pascal  que  j'introduis  ailleurs  implique  
que

+  (2n  −  1)v

k

(i)  v

−  2

1

+  (−1)n−1  ·  2  ·

(A.16)

2n−1  =  v

v dσ

v

−  2x  (n−1)x  (n+1)  +  2x  (n−2)x  (n+2)  + . . .  +  (−1)n−1  ·  2x  ′x  (2n−1)

+

+ . . .

·  x
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