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Abstracto

Se estudian tres problemas bastante diferentes en robética utilizando la misma tecnologia.
nique de la teoria del tornillo. El primer problema se refiere a los sistemas de resortes. El
funcién potencial se deriva en la direccion de un tornillo arbitrario para encontrar
la posicién de equilibrio. El segundo problema es casi idéntico en términos de
calculos, la solucion de minimos cuadrados al problema de encontrar el movimiento rigido
sufrido por un cuerpo dado que solo se buscan datos sobre puntos en el cuerpo. En el
tercer problema se encuentra el jacobiano de una plataforma de Stewart. Nuevamente esto se logra
diferenciando con respecto a un tornillo. Ademas, las propiedades de segundo orden de la
Se estudian los dos primeros problemas. Se calcula la arpillera de las segundas derivadas y

por tanto, las propiedades de estabilidad de las posiciones de equilibrio del sistema de resortes son

encontro.
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Notacion

R~ Espacio euclidiano n-dimensional.

RP3 Espacio proyectivo tridimensional.

SE(3) El grupo de movimientos euclidianos propios en 3 dimensiones, es decir, cuerpo rigido

movimientos

SO(3) El grupo de rotaciones en 3 dimensiones.

R Una matriz de rotacion de 3x3 .

M Una matriz de 4 x 4 que representa una transformacion rigida, a veces llamada homoge

nueva representacion.

a, b Los vectores de posicion de los puntos en el espacio tridimensional.

a”, b” Puntos en un espacio tridimensional representados como puntos en un espacio tetradimensional, en

forma dividida, a” T= (un T , 1) por ejemplo.

A, B vectores tridimensionales representados como matrices antisimétricas de 3x3 , de modo que Ax =

axx para cualquier vector x.

13 La matriz identidad 3x3 .

A Constante de resorte.

Matriz jacobiana J 6x6 .

Matriz de rigidez K 6x6 .

S Matriz de 4x4 que representa un elemento o tornillo del algebra de Lie.
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W 6x 1 vector que representa una llave inglesa, que es un elemento del espacio vectorial dual a

el algebra de mentira.

1. Introduccion

Cuando Ball escribié su tratado [1] a fines del siglo XIX, Sophius Lie fue escrito
hablando de lo que él llamé 'grupos continuos'. Si Ball supiera del trabajo de Lie, puede que no
ha sido obvio que tenia alguna conexion con la suya ya que Lie estaba interesado en
simetrias de ecuaciones diferenciales. Fue Klein quien mas tarde introdujo la idea de que
estos 'grupos de mentiras' podrian considerarse como simetrias geométricas. fue despues de los dos
Ball y Lie habian muerto que la 'teoria de la mentira' comenzé a encontrar su lugar como central para la teoria moderna.
geometria. En particular, el trabajo de Killing y Cartan sobre el algebra de Lie fue muy interesante.
fluido Para mas detalles de la historia de la teoria de Lie ver [2]. En retrospectiva, puede
ser visto que los tornillos finitos de Ball eran simplemente elementos de un grupo de Lie: el grupo de
transformaciones euclidianas propias en R 3. Los giros o motores eran elementos de la
Lie algebra de este grupo. Estos también se denominan a veces tornillos infinitesimales.
aunque mas precisamente los husillos de bolas se pueden identificar con elementos del proyecto
espacio tivo formado a partir del algebra de Lie. Esas son las lineas a través del origen en la Mentira.
algebra.
Muchos otros elementos de la teoria de Lie también estaban presentes en la teoria del tornillo de Ball. Pero
tal vez su importancia no se aprecié plenamente. Por ejemplo, el producto de mentira o
El soporte de mentira es simplemente el producto cruzado de los tornillos. Para Ball, esto era solo una forma geométrica.

operacion, el analogo del producto vectorial de vectores tridimensionales.
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Algunos autores se refieren a la teoria de Screw y a los métodos del grupo de Lie como si fueran diferentes
enfoques. La opinion de este autor es que no hay distincién entre ellos, tornillo
La teoria es simplemente la especializacion de la teoria de Lie al grupo de transformacién de cuerpo rigido.
ciones. Sin embargo, el nombre teoria del tornillo sigue siendo util. Como abreviatura descriptiva y
también es un recordatorio de que fue Ball quien elabor6 casi toda la teoria antes de Lie
iSe inventaron los grupos!
Gran parte de la robética se ocupa de los movimientos rigidos. En cinematica y dinamica.
Se estudian los movimientos rigidos tanto de la carga util como de los eslabones del robot. en robot
visién un problema comun es recuperar el movimiento rigido experimentado por la camara
de las imagenes que ha tomado. Por lo tanto, el grupo de movimientos de cuerpo rigido es un objeto central
en robotica. Hasta la fecha, la teoria del tornillo se ha utilizado mucho en la cinematica de robots, donde fue
introducido por la comunidad de mecanismos. Se empieza a utilizar en la dinamica
y control de robots, pero de ninguna manera es el método de primera eleccion en estas areas. En
robot vision estas tecnicas son poco conocidas. Uno de los objetivos de este trabajo es
demostrar que estos métodos tienen una aplicabilidad universal a problemas en robdtica
y mostrar que una amplia variedad de problemas en robética comparten un tema subyacente.
Este trabajo utiliza el hecho de que un grupo de Lie es una variedad diferencial. Para minimizar un
funcion suave en tal espacio no se necesita la maquinaria de los multiplicadores de Lagrange.
Es posible trabajar directamente sobre lo multiple, no es necesario pensar en el grupo como
incrustado en el espacio cartesiano, como implicaria el uso de multiplicadores de Lagrange.
La diferenciacion a lo largo de campos de vectores tangentes se puede usar para encontrar ecuaciones para un
puntos estacionarios de una funcién. Los campos vectoriales mas convenientes para usar son los de la izquierda.

campos invariantes en el grupo. Estos son simplemente elementos del algebra de Lie del grupo,
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Figura 1: Un cuerpo rigido suspendido por un sistema de resortes

los giros o tornillos. Por lo tanto, esta técnica podria considerarse como "diferenciar a lo largo

un tornillo".

2 resortes

Considere un cuerpo rigido soportado por un sistema de resortes, vea la figura 1. Suponga ademas
que los resortes tienen longitud natural 0, obedecen la ley de Hooke y pueden tanto empujar como tirar.
Las constantes elasticas Ai de los resortes pueden ser diferentes. Aqui se ignorara la gravedad.
por simplicidad. Sin embargo, no es dificil ver como se podria incorporar de una manera mas
modelo sofisticado, ya sea modificando la funcién potencial que se deriva a continuacion
o cambiando las ecuaciones de equilibrio para incluir la torsién debida a la gravedad.
s - T T
€33 i =(unij , 1)serlos puntos donde los resortes se unen al suelo o
~ T N . -

marco, y b™ T =i(b i , 1) los puntos de fijacion correspondientes en el cuerpo rigido cuando

el cuerpo esta en alguna configuracion estandar de 'casa’. Si el cuerpo sufre una rigidez

movimiento al que se moveran los puntos de unioén,

®io Rt bi
1 01 1
que se abreviara como b™ | =MB" | |4 primera pregunta que se puede hacer al respecto

situacion es: ¢ Existe una configuracién de equilibrio para el cuerpo rigido?

El problema es minimizar la energia potencial del sistema de resortes, esto se da
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por la siguiente funcion,

1

. T
O —sNai-mMp o @T-MbT
i

Notese que esta funcion esta definida sobre el grupo SE(3), es decir @ : SE(3) —— R, como M
varia sobre los diferentes valores del grupo del resultado potencial.
Si esto fuera solo una funcién en R ™ los puntos estacionarios se encontrarian calculando
las derivadas parciales y luego ponerlas a cero. El método estandar de abordar
este problema seria minimizar los elementos de la matriz utilizando multiplicadores de Lagrange para
tenga en cuenta la restriccion de que la matriz debe ser un elemento de grupo.
Sin embargo, el método mas simple para funciones sin restricciones se puede imitar usando
alguna teoria multiple. Para encontrar los puntos estacionarios de una funcion definida en una variedad
la funcion debe diferenciarse a lo largo de campos vectoriales en la variedad. como de costumbre el
Los resultados se establecen en cero y luego se resuelven las ecuaciones resultantes para encontrar los puntos estacionarios.
Para que esto funcione, un conjunto de campos vectoriales que abarcan el espacio de todos los campos vectoriales en el
se requiere multiple.
Como la variedad en consideracion es la variedad subyacente de un grupo de Lie,
un conjunto tan completo de campos vectoriales siempre esta disponible. Los elementos del algebra de Lie
se pueden utilizar campos vectoriales invariantes a la izquierda.
Para derivar a lo largo de un campo vectorial el valor de la funcién en dos puntos es com
recortada, la posicion actual y una posicién a poca distancia a lo largo de un camino tangente a la
campo vectorial, entonces el limite de la diferencia entre los valores de la funcién en estos

los puntos vecinos se toman a medida que el camino se hace mas y mas corto.



Machine Translated by Google

Dejar:
Qv _

00

sea un elemento de algebra de Lie o tornillo dado en la representacion 4x4 . Aqui Q es un 3x3
matriz antisimétrica correspondiente a un vector w, es decir Qx = w xx para cualquier vector
X.

Si M es un elemento de grupo escrito en la representacion 4x4 | entonces la accién de S en

M, viene dada por la traslacién a la izquierda,
M(t) = mitSM.

Esto lleva a M a lo largo de un camino tangente al campo vectorial definido por S. Tomando la derivada

a lo largo del camino y luego establecer t = 0 da,
dSM = SM.

Por lo tanto, la derivada del potencial esta dada por,

3S® =-Y Niai-Mb~ ;| |SMb"

Para el equilibrio, esto debe desaparecer para S arbitrario. Por lo tanto, S debe separarse, por lo que

considerar el término,

w X(Rbi +t) +v -RBiRT -T I3 w
SMb", = =
0 0 0 v

donde I3 es la matriz identidad 3x3 y Bi es la matriz antisimétrica correspondiente
abi.
Sustituyendo esto en la ecuacion de equilibrio y usando el hecho de que S y por lo tanto w

y v son arbitrarios, se obtiene el siguiente resultado,
-RBiRT =T I3

. T =0
ANiai—-Mb™ :
Zi ' 0 0
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Después de un poco de manipulacion, esta ecuacién matricial produce 2 ecuaciones vectoriales,

¥ Niai x(ai -Rbi -t) = 0 (1

Zi Ai(ai —Rbi -t) =0 2)
Si los pesos Ai son todos iguales, entonces la ecuacion 2 dice que la transformacion éptima
asigna los centroides de los puntos a a los puntos b . Otra forma de decir esto es que en
una configuracién de equilibrio los centroides de los dos conjuntos de puntos deben coincidir. A

proceder, elegir el origen de coordenadas para que el centroide de los puntos b se encuentra en el

origen, Yi Aibi = 0. El vector de traslacion ahora viene dado por la ecuacién (2) como,

(= SiNai
Si A

En la forma anterior, la ecuacion (1) no es muy facil de manejar, una forma mas manejable es
la representacion 3x3 . Un pequefio calculo confirma que la matriz antisimétrica
correspondiente a un producto vectorial pxq, esta dada por qpT -pqT .  Porlo tanto en esta forma el
la ecuacion se convierte en,
5 Ai Rbia b R =0,
|
donde se ha utilizado el resultado de que t = Yi Aiai/Y i Ai . Ahora, escribiendo, P = Yi Aiaib yTo esto

la ecuacion se convierte en;

RPT = PRT 3)

Esto demuestra que la matriz PRT es simétrica. Entonces, sea PRT = Q donde Q es sym

métrico, entonces,
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Esto descompone la matriz P como el producto de una matriz simétrica con un
uno ortogonal. Esta es esencialmente la descomposicién polar de la matriz. Aviso
que la descomposicién polar P = RQ' también satisface la ecuacion, la matriz de rotacion R
'
aqui es lo mismo que arriba pero la matriz simétrica Q =R TQR es simplemente congruente
a la matriz simétrica original. Entonces, en lo que respecta a la solucién para R , hay
No hay diferencia entre estas soluciones. De hecho, la descomposicién polar de una matriz
la divide en una matriz ortogonal y una matriz simétrica no negativa. Aqui un adecuado
Se requiere una matriz ortogonal y una simétrica. Si la matriz ortogonal de la
la descomposicion polar de P es un reflejo y luego multiplicar por -1 da una rotacién. Mas
los detalles sobre la descomposicién polar de una matriz se pueden encontrar en [3], por ejemplo.

La descomposicién polar da una solucion, pero esta solucién no es unica. Dejar

P = QRp sea la descomposicion polar de P, ahora sustituya esto en la ecuacion (3),

TRR pQ = QRpR

Escribiendo Ri = RRT la ecuacion se convierte en,

RiQRi = Q.

Suponga que v esta en la direccion del eje de rotacion de Ri, de modo que Riv = v, postmul

tiplying la ecuacion anterior por v da,

RiQv = Qv.

Por lo tanto, Qv se encuentra a lo largo del eje de Ri'y, por lo tanto,

Qv = v,
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para alguna p constante. Cualquier solucién para la rotacion Ri debe tener su eje de rotacién
alineado con un vector propio de Q.

Los posibles angulos de rotacion se pueden encontrar considerando la accion sobre el eigen
vectores de Q, utilizando el hecho de que los vectores propios de una matriz simétrica son mutuamente
ortogonal. Si la matriz P no es singular entonces es bien sabido que la polar de
la composicién es unica. Si los valores propios de Q son todos diferentes y también tienen diferentes
magnitudes entonces los Unicos angulos posibles son 0 y 1. Esto da cuatro soluciones en total,

Ri =13 es la solucién que se encuentra arriba, es decir, R es simplemente la rotacién de la polar de
composicion. Las otras tres soluciones para Ri son rotaciones de 1 radianes sobre los tres
vectores propios de Q. Asi que en total hay cuatro soluciones para la rotacion R = RpRi . En cada
caso Rp es la rotacion de la descomposicion polar de P y Ri son como arriba, las rotaciones

de 1 sobre el vector propio i-ésimo de Q, con la cuarta solucién dada por RO = I3. Aviso

que las cuatro rotaciones forman un subgrupo discreto del grupo de rotaciones, este subgrupo

es el bien conocido grupo de cuatro de Klein Z2 xZ2.

Si alguna de las condiciones anteriores se rompe, P es singular, dos de los valores propios de
Q son iguales, o un par de valores propios suman cero, entonces hay mas soluciones. Para
ejemplo, si un par de valores propios de Q suman cero, entonces cualquier rotacion sobre el resto
El vector propio satisfara la ecuacion para Ri .

El hecho de que, en el caso general, cuatro puntos estacionarios de la energia potencial
funcion se han encontrado no es sorprendente. La teoria de Morse estudia la relacién ser
entre las variedades y los puntos criticos de las funciones definidas en ellas, véase [4]. El
puntos criticos, o puntos estacionarios aqui, corresponden a células en una descomposicion celular

cion de la variedad. La multiplicidad en cuestion aqui es la multiplicidad subyacente de la

10
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grupo de rotacion SO(3), se sabe que es un espacio proyectivo tridimensional, RP3 . El
descomposicién celular minima de RP3 tiene cuatro celdas, con dimensiones 0, 1,2y 3
véase [5, pag. 105]. Por lo tanto, una funcion general en SO(3) tendra un minimo de 4 criticos
puntos. Ademas, el indice de los puntos criticos, el nUmero de valores propios negativos
de su matriz hessiana, da la dimension de la celda correspondiente. Asi, sin ningun
célculos posteriores, se sabra que los cuatro puntos criticos comprenden un maximo local
mama, un local minimo y dos tipos de puntos de silla. El problema de encontrar cual
La solucién es el minimo se abordarad mas adelante.
Lo anterior muestra que en general, es decir cuando la matriz P es no singular, la
El sistema de resorte de la figura 1 tiene una posicion de equilibrio estable Unica. Ademas, el sistema
tem tendra tres posiciones de equilibrio inestables. Este resultado no depende de la

numero o disposicion de los resortes siempre que det(P) = 0.

3 Movimiento rigido a partir de datos puntuales

Considere un sistema de vision o un sistema de busqueda de rango, que puede medir la ubicacién de
puntos en 3 dimensiones. Imagine que un cuerpo rigido tiene un nimero de puntos con conocidos
posicion. El cuerpo esta sujeto a un movimiento rigido desconocido y las posiciones de los
se miden los puntos. Estas medidas contendran errores y la pregunta a ser
abordado aqui es: ; Como se puede estimar el movimiento rigido experimentado por el cuerpo?

Sean las posiciones de los puntos conocidos b™ i y los puntos medidos correspondientes a7i .

Escriba la transformacion rigida desconocida como M, luego la funcién,
T ~ ~
®=5ai-Mb” i a’i—-Mb” yo,
i

11
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representa la suma de los cuadrados de las diferencias entre los puntos medidos y
sus posiciones ideales (sin ruido). Elegir M para minimizar esta funcién da un 'menos
estimacioén de cuadrados para la transformacion rigida. Esta funcién es casi idéntica a la
funcién de energia potencial estudiada en la seccion anterior, las Unicas diferencias son una
factor global de la mitad y que todos los Ais se han puesto a 1.

La historia de este problema es muy interesante. El problema de encontrar la rota
cién es claramente la parte interesante y fue resuelto por primera vez por MacKenzie en 1957 [6]. El
se encontrd con este problema en el contexto de la cristalografia. En 1966 Wahba encontré la
mismo problema al estudiar la orientacion de los satélites artificiales, [7]. En 1976 Moran
re-resolvié el problema usando cuaterniones, [8]. La motivacién aqui vino de la geologia,
en particular el movimiento de las placas tecténicas. En el contexto de la fabricacién, Nadas
encontrd y volvié a resolver el problema en 1978, [9]. Aqui la aplicacion fue para el fabricante.
tura de sustratos ceramicos para chips de silicio. En la comunidad de vision robdtica el problema
suele atribuirse a Horn [10]; por ejemplo, véase [11, cap. 5].

La solucion dada arriba es, quizas, un poco mas simple que los argumentos estandar
que implican una minimizacion restringida, siendo las restricciones utilizadas para expresar la
hecho de que las matrices deben estar en el grupo.

Las soluciones estandar no siempre han sido en términos de descomposicion polar.
De hecho (al menos), son posibles otras dos descripciones de la solucion.

Para calcular la descomposicion polar de una matriz, textos sobre andlisis numérico rec
Recomendamos comenzar con la descomposicion en valores singulares de la matriz, ver para el examen
ple [12]. Por lo tanto, no es una verdadera sorpresa que la solucién a nuestro problema se pueda obtener

directamente de una descomposicién en valores singulares.

12
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Recuerde, de la seccion anterior que RPT = PRT , debe resolverse para la rotacion
matriz R, donde P = i Aiaib ;/ro _ Ademas, recuerda que,
P = QRp,

donde Q era simétrico. Por lo tanto, Q se puede diagonalizar como Q = UDUT con U orthog

onal y D diagonal. Ahora escribe,

P =UDUTRp = UDVT )

TdondeV =y TR sigue siendo ortogonal. Esta es simplemente la descomposicion en valores singulares de
P. Para decirlo de otra manera, supongamos que la descomposicion en valores singulares de P es P =UDVT
entonces las cuatro soluciones son R = UVTRIi .

Otra forma para la solucién se puede derivar de la siguiente manera, comience con el polar de
composicién de P,

P =QRp,

donde Q es una matriz simétrica. Posmultiplicar esta ecuacién por su transpuesta da,

PPT=Q 2. Finalmente sustituyendo por Q se obtiene,

R = (PPT)-1/2PRi.

Hay varias raices cuadradas diferentes de la matriz (PPT ) que podrian tomarse aqui,
la eleccion esté limitada por el requisito de que el determinante de R debe ser 1. Esto
significa que se debe tomar la Unica raiz cuadrada positiva, ver [3, p. 405].
Finalmente, consideremos aqui el determinante de la matriz P. Un resultado clasico nos dice que

la descomposicién polar de una matriz P es Unica si P no es singular, véase [3, pag. 413]
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Por ejemplo. La descomposicién polar clasica, descompone la matriz P en una o
matriz togonal y matriz simétrica semidefinida positiva. Aqui una ortogonal propia
Se necesita una matriz y una matriz simétrica (no necesariamente semidefinida positiva), esta
no afecta la unicidad de la solucion.
Por tanto , es necesario investigar el determinante de la matriz P definida anteriormente. A
Simplifique la discusién, suponga que todas las rigideces de los resortes Ai se han establecido en 1.
Cuando hay menos de tres resortes o pares de puntos, el determinante siempre es

singular. Para tres pares de puntos, un célculo directo revela,

3
T
det(P) = det saib i =(ala2a3)(b1b2b3),

yo=1
aqui el triple producto escalar se ha escrito como, a -(bxc) = (abc).

Generalizando esto a n pares de puntos da,

det(P)= ¥ (aiajak)(bibjbk).

1<i<j<ksn
Ciertamente esto es singular si todos los puntos a o todos los puntos b estan en un plano a través de la

origen.

4 Matriz jacobiana para plataformas de Stewart

Considere una plataforma general de Stewart. Este manipulador tiene seis patas conectadas a la par.
alelo Cada pata consta de un actuador hidraulico entre un par de esféricos pasivos

articulaciones Las seis patas conectan la base o suelo a una plataforma mévil. Al ajustar el
longitudes de las seis patas utilizando los actuadores hidraulicos se puede maniobrar la plataforma

con seis grados de libertad. Ver figura 2.

14
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Figura 2: Una plataforma general Stewart

Para los manipuladores paralelos, la cinematica inversa es sencilla, mientras que
la cinematica directa es dificil. Suponga que la posicién y la orientacion del
se da la plataforma, las longitudes de las piernas son faciles de encontrar. Sea ai la posicion del centro
de la junta esférica en el suelo perteneciente a la i-ésima pata. En la configuracion de casa
la posicién correspondiente del centro de articulacién en la plataforma sera, bi . Asi que ahora el

la longitud del i-ésimo cateto, 0 mas bien su cuadrado, se puede escribir,
2 . N B - .
S =ai-MbT i ati -Mbi i=1,..6.

Como siempre, M es una transformacion rigida, esta vez el movimiento que toma la plataforma de

inicio a la posicion actual. Observe que las longitudes de las piernas se pueden considerar como funciones

en el grupo, sin embargo, es mas comun pensar en estos como componentes de un mapeo
. . . 6 6

del grupo al espacio de longitudes de piernas, SE(3) —— R - Unpuntoen R se da en

coordenadas como (I1, I12,..., 16). Es el jacobiano de este mapeo lo que se busca. Hacer

esto se toma la derivada de las longitudes de las piernas,

di2

yo dt t=0

T
=2lili=-2a%i-b” i Sb,

Reorganizar esto da,
- . T = 1 . T . nT
i = b7i-ai Sbi T — (ai xbi) ,(bi—ai)

Esto da la tasa conjunta de cada pierna como una funcion lineal del tornillo de velocidad de la

15
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plataforma. La jacobiana J es la matriz que satisface la férmula,

11

Entonces se puede ver que las filas de esta matriz jacobiana son simplemente,

1
m (aiXbi)T,(bi -ai) ", i=1,..,6.

Esta es la llave dada por una fuerza unitaria dirigida a lo largo de la i-¢sima pata.

Considere un sistema de resortes como en la seccién 2. Suponga que solo hay seis resortes.
Ahora se puede demostrar que el jacobiano asociado con la posicion de equilibrio es sen
gular Para ver esto, considere las ecuaciones (1) y (2), que definen la posicion de equilibrio,
arreglar las cosas de modo que la posicién de equilibrio sea la posicién de referencia y, por lo tanto,

R =13 y t = 0 entonces las ecuaciones se convierten en,

Y iai x bi = 0,
i

> Ai(ai —-bi) = 0.
i

En términos del jacobiano para una plataforma de Stewart correspondiente, es decir, una cuya pierna
longitudes corresponden a las longitudes de los resortes, se puede ver que las filas de los
Los jacobianos son linealmente dependientes y, por lo tanto, la matriz es singular.

El problema de cinematica directa para una plataforma Stewart es determinar la posiciéon
y orientacion de la plataforma dadas las longitudes de las piernas. Es bien sabido que, para un determinado
conjunto de longitudes de pierna hay un nimero finito de soluciones diferentes, en general 40. Difieren

Las soluciones ent se denominan diferentes poses o posturas de la plataforma. reemplazando
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las piernas con resortes es claro que la funcion potencial tendra el mismo valor en
cada una de estas poses o posturas ya que la funcion solo depende de las longitudes de las
muelles. Sin embargo, ninguna de estas posiciones sera minimos de la funcién potencial

ya que, como se ha mostrado anteriormente, la posicion de equilibrio estable es unica.

5 La matriz de rigidez

Los problemas presentados en las ultimas tres secciones son bien conocidos y han sido resueltos
por muchos métodos diferentes. La ventaja de los métodos de la teoria del tornillo estudiados aqui es
que es relativamente facil estudiar derivadas superiores.

Primero tenga en cuenta que es posible encontrar la llave debido a los resortes. En general un

llave es un vector de 6 dimensiones de fuerzas y pares,

T

W =

F
donde T es un momento con respecto al origen y F es una fuerza. Tenga en cuenta que las llaves no son
Elementos del algebra de mentira pero elementos del espacio vectorial dual al dlgebra de mentira. Generalmente
la fuerza debida a un potencial viene dada por su gradiente. Lo mismo es cierto aqui, en términos
de la derivada exterior d, W = —d®. Emparejamiento de la llave con un tornillo arbitrario S

da,

W (S) = —dd(S) = -3SD,

ver [13, §. 4.20] por ejemplo. Estos calculos ya se han hecho en el apartado 2

arriba, la llave esta dada por,
Yi Aiai x(ai ~Rbi -t)
W =
>i Ai(ai —Rbi -t)
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esto, por supuesto, también podria haberse deducido de la mecanica elemental.

Para los sistemas de resortes de la seccion 2, un objeto importante es la matriz de rigidez del
sistema. En esta seccion, la matriz de rigidez se calcula tomando las segundas derivadas
de la funcioén potencial.

Un desplazamiento infinitesimal del cuerpo esta representado por un tornillo. la llave inglesa
producido por un desplazamiento s viene dado por W = Ks, donde K es la matriz de rigidez.

La matriz de rigidez es la hessiana de la funcién potencial, es decir, su matriz de
Derivadas parciales de segundo orden, ver [14, Capitulo 5]. Esto sélo es valido en un equilibrio
posicion.

Ha habido intentos en la literatura de robética para extender estas ideas a no
configuraciones de equilibrio, ver por ejemplo Griffis y Duffy [15] y Zefravn y
Kumar [16]. En este trabajo, sin embargo, la definicion clasica de la matriz de rigidez sera

ser usado.

Ahora escribe el resultado anterior para la llave inglesa como
Ai 0
W=y Ai a’i—Mb7yo_
: 130

Diferenciar esto a lo largo de un tornillo arbitrario da,

A O RBIR' +T 13 W

080 =¥ i
' 130 0 0 v

usando el resultado de la seccion 2. Por lo tanto, la matriz de rigidez es,
SiN(AIRBIR ~ +AIT) Yi AiAi
T
YiAN(RBIR  +T) YiAil3
Esta vez elige que el origen esté en el punto }i Aiai y luego usa el equilibrio

18
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condicion 2 para simplificar la matriz de rigidez a,
SiNAIRBIR T 0
0 i Ail3

Este es un resultado particularmente bueno, pero es un poco sorprendente a primera vista. El término
21 Ail3 en la esquina inferior derecha significa que el sistema tiene la misma rigidez en cualquier
direccion, independientemente de la rigidez de los resortes individuales y su disposicion.
Esto se debe a la suposicién de que los manantiales tienen una longitud natural cero.

A continuacion se revisa el problema de encontrar el indice de los puntos criticos encontrados. Para
brevedad sélo la pregunta, cual de los puntos criticos es un minimo del potencial
energia, es decir, se considerara un equilibrio estable. Es decir: 4 cudl de las soluciones
para R da una matriz de rigidez K con todos los valores propios positivos? Note que tres de los
Los valores propios de K son simplemente }i Ai, y esto es positivo si las constantes de resorte Ai son todas
positivo. Entonces, solo es necesario estudiar los valores propios del bloque superior izquierdo de
K. Después de un poco de manipulacion, esto se puede escribir en términos de la matriz P o su polar

descomposicion,

S NAIRBIR T RPT +Tr(RPT )I3 = RiQ+Tr(RiQ)I3.
i

Aqui Tr() representa la traza de la matriz. Ahora esta matriz tiene los mismos vectores propios
como RiQ y por lo tanto como Q, recordando que Ri era la identidad o una rotacién de

sobre un vector propio de Q. Supongamos que los valores propios de Q son p1, y2'y p3

con los vectores propios correspondientes e1, e2 y e3. Suponiendo que Ri es una rotacion sobre

vector propio ei, los valores propios de las matrices se pueden encontrar considerando la accion
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en los vectores propios e1, e2 y e3. Los valores propios para ROQ+Tr(R0Q)I3 son,
(2p1 +p2 +u3), (M1 +2u2 +p3), y (U1 +p2 +2p3).

Solo se necesita considerar otra matriz ya que las otras son solo permutas ciclicas

ciones, los valores propios de R1Q+Tr(R1Q)I3 son,

(2p1 —p2 -u3), (M1 =2p2 ~p3), y (U1 —p2 -2p3).

Ahora solo hay dos casos a considerar, si det(P) > 0 entonces Q es positivo-definido
y asi también lo son todos sus valores propios. En este caso es facil ver que el punto critico
representado por RO sera el minimo. Esta es la solucion R = Rp.

En el otro caso det(P) < 0, la descomposicién polar clasica nos da un positivo
matriz simétrica definida y una reflexion. Multiplicando estos por -1 da una rotacion
y una matriz simétrica definida negativa. Es decir, Q tiene todos los valores propios negativos. Como
suponga que estos valores propios tienen el orden 0 > y1 = y2 = y3, es decir, y1 es el valor propio
valor de menor magnitud, entonces la matriz, R1Q + Tr(R1Q)I3 tendra todos los positivos
valores propios y, por lo tanto, R1 corresponde al minimo del potencial. Entonces, en general,
si det(P) < 0 la solucién minima viene dada por R = RpRi, donde Ri es una rotacion de 1

sobre el vector propio de Q con valor propio de menor magnitud.

6. Conclusiones

El concepto que unifica los tres problemas estudiados en este trabajo es la idea de funciones
definido en el grupo de transformaciones de cuerpo rigido. Ha sido posible encontrar la
puntos estacionarios de las funciones y clasificar estos puntos criticos. Esto implica un

técnica sencilla de diferenciacién a lo largo de un tornillo.
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Los resultados concuerdan con los de Kanatani [11, Cap. 5], sus métodos fueron, quizas,
un poco mas elegante que el anterior. Los métodos usados aqui son mas generales, todos los
se han encontrado puntos criticos de la funcién potencial, no sélo el minimo y con
con un poco mas de esfuerzo se podria haber encontrado el indice de cada uno de ellos.
Estas ideas son fundamentales para el tema de la teoria de Morse, un campo de estudio que relaciona
los puntos criticos de las funciones definidas en una variedad a la topologia de la variedad
si mismo. En este caso, la topologia de la variedad, la variedad subyacente del grupo
SO(3), es bien conocido, y esto puede usarse para decir algo sobre el punto critico de
la funcién potencial.
El problema de los manantiales es un poco artificial en el sentido de que manantiales con cero nat
Se ha utilizado la longitud ural. Esto simplifica los calculos. Es posible repetir
la mayor parte del analisis anterior utiliza resortes con una longitud natural finita, ver [17]. el nUmero
ber de puntos criticos ahora se convierte en un problema muy dificil, pero aun estara limitado por
la topologia del grupo.
El problema de estimar un movimiento rigido a partir de datos puntuales es razonablemente realista.
La utilidad de la estimacion dependera de la distribucion de errores para los valores medidos.
puntos. Hay algunos resultados sobre esto en la literatura, ver [18]. Parece ser
mucho margen para futuras investigaciones en esta direccion.
Sdlo ha habido espacio aqui para echar un breve vistazo a las implicaciones para el
plataforma Stewart. Ciertamente usando la técnica de diferenciar a lo largo de un tornillo el
podrian calcularse las propiedades de aceleracion de la plataforma Stewart. Sin embargo, lo habitual
aqui surgen dificultades en la definicién geométrica de una segunda derivada. En particular

circunstancias esta claro lo que debe hacerse, por ejemplo, no es demasiado dificil encontrar
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la dinamica de una plataforma Stewart, véase [19]. Una vez mas, esta parece ser un area fértil para

futuros desarrollos.
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