
Viele  Forschungsanwendungen  erfordern  die  dynamischen  Bewegungsgleichungen  
für  Manipulatoren .  In  komplexen  Manipulator-Umgebungssystemen  ist  es  notwendig,  
die  Bewegung  des  Manipulators  in  seiner  Umgebung  realistisch  zu  simulieren.  Typische  
Beispiele  sind  Space-Shuttle-Flugsimulationen  der  NASA.  Ebenso  unterstützt  die  
Simulation  den  Entwurf  komplexer  Systeme.  Obwohl  einige  Simulationsanwendungen  
offline  durchgeführt  werden  können ,  ist  es  manchmal  notwendig,  Bewegungen  in  
Echtzeit  zu  simulieren,  beispielsweise  wenn  die  Simulation  eine  Schulungshilfe  für  menschliche  Bediener  ist.
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Bewegungsgleichungen  von  flexibel  _  _
Manipulatoren

Eine  alternative  Algebra  zum  Ableiten

stratifiziert.  Da  die  Methode  energiebasiert  ist,  ist  sie  für  elastische  Systeme  nützlich .  Weil  das
Die  Methode  kann  Vektoren  verarbeiten,  die  relativ  zu  rotierenden  Koordinatensystemen  ausgedrückt  werden

Systeme  ist  ein  Sonderfall  dieser  alternativen  Methode.  Zwei  Beispielprobleme  zeigen,  wie  die  
Algebra  auf  starre  und  flexible  nichtholonome  Systeme  angewendet  werden  kann.

Gleichungen  in  einfacher  Form.  Der  Artikel  zeigt,  dass  Kanes  Methode  für  starre  Körper  gilt

Ein  alternatives  Mittel  zur  Ableitung  von  Bewegungsgleichungen  komplexer  Systeme  besteht  darin,  dass  

keine  Einführung  von  Koordinatentransformationen  erforderlich  ist  und  dadurch  erzeugt  wird
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Eine  weitere  Anwendung  dynamischer  Gleichungen

Geschlossene  Reduktionen  reduzieren  die  numerische  Komplexität  der  Lösung  
dynamischer  Gleichungen.  Geschlossene  Reduktionen  erfordern  in  der  Regel  viel  
Erfahrung  und  Durchhaltevermögen.  Der  für  die  geschlossene  Formreduktion  
erforderliche  Aufwand  kann  je  nach  Methode  zur  Ableitung  der  Gleichungen  stark  
variieren.  Beispielsweise  lässt  sich  eine  Methode,  die  Gleichungen  in  Form  von  
Matrixmultiplikationen  erzeugt  (wie  die  Standard-Lagrange-Methode),  nur  schwer  
reduzieren.  Eine  Technik,  die  Gleichungen  anhand  von  Vektoroperationen  wie  Punkt-  
und  Kreuzprodukten  erstellt,  lässt  sich  viel  einfacher  reduzieren  als  die  Matrixformulierung.  Jede  Ableitungsmethode  erzeugt  die

ist  der

Rekursion,  ein  einfacher  Prozess,  der  die  offene  Kettenstruktur  eines  Manipulators  nutzt,  um  

Berechnungen  zu  vereinfachen,  ist  möglicherweise  nicht  auf  Systeme  anwendbar ,  die  keine  

offenen  Kettenstrukturen  sind;  Daher  ist  seine  Anwendbarkeit  begrenzt.

Die  rekursive  Berechnung  dynamischer  Gleichungen  reduziert  die  Rechenzeit.

Eine  weitere  Methode  zur  Lösung  dynamischer  Gleichungen  in  Echtzeit  ist  die  

Parallelverarbeitung,  die  in  manchen  Fällen  eine  zufriedenstellende  Lösung,  in  anderen  jedoch  

einen  übermäßigen  Hardwareaufwand  darstellt.

Eine  weitere  beliebte  Technik  nutzt  Newtons  Gleichungen.  Obwohl  die  Methode  aus  den  
Lagrange-Gleichungen  abgeleitet  werden  kann,  unterscheiden  sich  die  Newton-Gleichungen  
davon.  Die  Methode  basiert  üblicherweise  auf  Vektorgleichungen  und  erfordert  die  
Berechnung  der  absoluten  Beschleunigung.  Im  Gegensatz  zur  Methode  von  Lagrange  

muss  die  Technik  keine  Koordinatentransformationen  zu  Beginn  einführen;  Daher  werden  
die  Ergebnisse  häufig  mit  Vektorpunkt-  und  Kreuzprodukten  ausgedrückt.  Diese  Vektorform  
ermöglicht  eine  Reduktion  durch  Ausnutzung  der  besonderen  Eigenschaften  von  
Vektorprodukten.  Ein  wesentlicher  Nachteil  der  Technik  besteht  darin,  dass  auch  
Zwangskräfte  berücksichtigt  werden  müssen .

Es  gab  viele  Versuche,  dynamische  Manipulatorgleichungen  in  Echtzeit  zu  lösen.  
Einige  Forscher  ignorieren  Begriffe  wie  Coriolis-  und  Zentripetalbeschleunigung.  Das  
Ignorieren  von  Termen  hat  den  Vorteil ,  dass  die  Anzahl  der  Berechnungen  reduziert  
wird,  hat  jedoch  den  Nachteil ,  dass  es  sich  um  Näherungswerte  handelt.  Für  einige  
Anwendungen  kann  die  Näherung  unbefriedigend  sein .

Skalare  Energiegrößen  eines  Systems.  Da  die  kinetische  Energie  eine  Funktion  der  absoluten  
Geschwindigkeit  ist,  macht  das  Vorhandensein  mehrerer  starrer  Körper  die  Einführung  von  
Koordinatentransformationen  erforderlich.  Bei  diesen  Transformationen  handelt  es  sich  um  

komplizierte  trigonometrische  Funktionen.  Nach  Einführung  der  Transformationen  werden  
mehrere  partielle  und  totale  Ableitungen  berechnet.  Die  Trigonometrie  macht  es  schwierig  
(wenn  nicht  unmöglich),  die  Gleichungen  zu  vereinfachen.  Ein  wesentlicher  Vorteil  der  
Lagrange-Technik  besteht  darin,  dass  die  Kräfte,  die  Systembeschränkungen  aufrechterhalten,  
nicht  berücksichtigt  werden.

muss  durch  die  dynamischen  Gleichungen  berechnet  werden.  Viele  der  Steueralgorithmen

Lagrange-Gleichungen.'  Die  Methode  von  Lagrange  beginnt  damit,  das  auszudrücken

erfordern,  dass  das  Drehmoment  für  zyxwv  in  Echtzeit  berechnet  wird .

Betrachten  Sie  als  Beispiel  für  dieses  Konzept  einige  der  verfügbaren  Techniken
dieselben  Gleichungen,  aber  jede  kann  die  Gleichungen  in  unterschiedlichen  Anfangsformen  erzeugen.

Zur  Steigerung  der  Leistung  von  Manipulatoren,  die  die  Berechnung  des  
Antriebsdrehmoments  erfordern ,  wurden  viele  Steuerungsschemata  vorgeschlagen .  Antriebsdrehmoment

Kontrolle  von  Manipulatoren.

Ableiten  von  Gleichungen  starrer  Zyxw  -  Manipulatoren  mit  offener  Kette.  Eine  Technik  ist  die  Verwendung
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Im  Bereich  flexibler  (nachgiebiger)  Manipulatoren  basieren  viele  Techniken  auf  
Energie  und  sind  nicht  so  weit  entwickelt  wie  jene  für  starre  Systeme.  Wie  erwartet  
befassen  sich  die  Energietechniken  mit  Skalaren  und  erfordern  die  Einführung  von  
Koordinatentransformationen  vor  der  Berechnung  partieller  und  totaler  Ableitungen.  Zwei  
Vorteile  von  Energiemethoden  bestehen  darin,  dass  im  Verlauf  der  Gleichungsableitung  
Randbedingungen  entstehen  und  Kräfte,  die  Einschränkungen  aufrechterhalten,  keine  Rolle  spielen.

Die  in  diesem  Artikel  demonstrierte  Technik  beginnt  mit  Energiekonzepten  
und  leitet  Bewegungsgleichungen  ab,  die  denen  der  Kane-Methode  ähneln.  Der

als  Funktion  von  Qi,  Qi  und  der  Zeit  zyxw  r,  wobei  Qi  die  zeitliche  Ableitung  von  Qi  bezeichnet.  Es

eingeben;  Daher  gibt  es  weniger  Unbekannte  als  bei  Newtons  Methode.  Der  Nutzen  der  

Methode  bei  der  Ableitung  vereinfachter  dynamischer  Gleichungen  wurde  kürzlich  
demonstriert.3  Obwohl  die  Methode  auf  den  ersten  Blick  umständlich  erscheint,  ist  sie  in  
den  Händen  eines  erfahrenen  Benutzers  leistungsstark.

Lösung  von  Gleichungen  für  flexible  Systeme.  Die  Anwendung  der  Newtonschen  Gleichungen  
erfordert  die  Summe  der  Kräfte  (Spannungen),  die  auf  einen  verschwindend  kleinen  Teil  des  

flexiblen  Systems  wirken.  Für  viele  Forscher,  die  sich  mit  flexiblen  Systemen  befassen,  ist  dies  

ein  unnatürlicher  Prozess.

Eine  dritte  Technik,  die  bei  der  Untersuchung  der  Dynamik  von  Raumfahrzeugen  beliebt  ist,  ist  die  Methode

Variablen  zyxwv  qi ,  die  alle  holonomen  Einschränkungen  erfüllen.  Die  Qi  werden  generalisierte  Koordinaten  

genannt.  Die  Geschwindigkeit  des  zum  System  gehörenden  Punktes  zyxw  P  kann  ausgedrückt  werden

Passerello-Huston-Gleichungen  können  verwendet  werden,  um  Kanes  verallgemeinerte  Trägheitskräfte  

bei  gegebener  kinetischer  Energie  zu  berechnen.

z  in  der  Ableitung

Die  Äquivalenz  dieser  Techniken  ist  nicht  neu.  Es  wurde  gezeigt,  dass  die

Es  folgt  eine  Methode  zur  Formulierung  von  Bewegungsgleichungen  flexibler  
Manipulatoren  mit  offener  Kette  unter  Verwendung  von  Energie.  Die  Methode  
unterscheidet  sich  von  gegenwärtigen  Techniken  dadurch,  dass  die  Formulierung  keine  
Einführung  von  Koordinatentransformationen  erfordert.  Dies  wird  durch  die  entsprechende  
Modifikation  der  normalerweise  erforderlichen  Teil-  und  Gesamtableitungen  ermöglicht.  
Da  die  Methode  energiebasiert  ist,  dürfte  sie  für  viele  Forscher  selbstverständlich  sein .  
Bei  der  Ableitung  entstehen  die  erforderlichen  Randbedingungen,  es  treten  keine  Kräfte  
ein,  die  Randbedingungen  aufrechterhalten .  Da  die  Methode  vektorbasiert  ist,  sollten  die  
resultierenden  Gleichungen  leicht  zu  vereinfachen  sein.  Die  Methode  ist  auf  Manipulatoren  
mit  sechs  Freiheitsgraden  anwendbar  und  kann  daher  zur  Steuerung  und/oder  Simulation  
praktischer  Manipulatoren  verwendet  werden .

Das  D'Alembert-Prinzip  ist  eine  Vektorformulierung,  die  auf  einer  Modifikation  von  basiert

Da  die  resultierenden  Gleichungen  in  Vektorform  vorliegen,  können  sie  leicht  reduziert  werden .

von  Thomas  Kane.*  Kanes  Methode  (auch  bekannt  als  Lagranges  Form  von

Es  wurden  vektorbasierte  Newton-Gleichungstechniken  verwendet

Betrachten  Sie  ein  System  mit  zyxw  n  Freiheitsgraden.  Es  ist  oft  möglich,  n  zu  definieren

Ein  Vorteil  der  Methode  besteht  darin,  dass  Kräfte,  die  Einschränkungen  aufrechterhalten,  dies  nicht  tun

Newtons  Gleichungen.  Kanes  Methode  basiert  nicht  auf  Energie  und  erfordert  die  
Berechnung  der  absoluten  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  wie  bei  Newtons  Methode.
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Die  vorliegende  Methode  basiert  auf  dem  Hamilton-Prinzip,  das  besagt,  dass  die  
Variation  der  zeitlichen  Ableitung  des  Lagrange-Operators  Null  ist.  Um  die  Technik  
umzusetzen,  ist  es  notwendig,  die  Energieschwankung  zu  berechnen .  Normalerweise  die

Dabei  ist  Ff  Kanes  verallgemeinerte  Trägheitskraft  für  die  verallgemeinerte  Geschwindigkeit  
y  und  KE  die  kinetische  Energie.  Der  Zusammenhang  zwischen  potentieller  Energie  und  
Kanes  allgemeiner  Wirkkraft  wurde  ebenfalls  festgestellt.“

Die  Passerello-Huston-Gleichungen  für  ein  einfaches  nichtholonomisches  System  
lauten  wie  folgt:

von  Qi  und

muss  sein

Es  kann  praktisch  sein,  zyxw  n  Mengen  w,  qs  =  zyxwvut  r=  zu  definieren

Dadurch  ist  der  Algebraaufwand  zur  Berechnung  der  partiellen  und  totalen  
Ableitungen  zu  groß.  Zweitens  werden  durch  die  Angabe  der  Energie  in  q  statt  
in  u  einige  der  Vorteile  der  Kane-Methode  zunichte  gemacht.

Mit  der  Passerello-Huston-Gl.  3  kann  man  mit  Energietermen  beginnen  und  zu  
Kanes  Gleichungen  gelangen.  Es  sind  jedoch  mehrere  praktische  Probleme  zu  
berücksichtigen.  Erstens,  weil  Gl.  3  erfordert,  dass  die  kinetische  Energie  als  
Skalarfunktion  ausgedrückt  wird ,  Koordinatentransformationen  müssen  sofort  eingeführt  werden .

Die  w  heißen  verallgemeinerte  zu  di  mögliche  Terme.  Das  bedeutet,  
dass  die  Matrix  W  nichtsingulär  ist.

Geschwindigkeiten.'

+  X,  für

Es

Die  Nachteile  sind  so  erheblich,  dass  Kanes  Methode  zwar  eine  Energiebasis  
hat,  es  aber  wenig  Sinn  macht ,  die  Zusammenhänge  zu  nutzen.“  Im  weiteren  
Verlauf  des  Artikels  wird  eine  Methode  demonstriert ,  die  die  Manipulation  von  
Energietermen  ohne  die  gravierenden  Mängel  von  Gl.  ermöglicht.  3.

Sobald  die  p  unabhängigen  4  bekannt  sind  (aus  den  Bewegungsgleichungen),  
ermöglichen  die  Beziehungen  zwischen  ui  und  di  und  die  nichtholonomen  

Randbedingungen  eine  Lösung  (Integration)  für  die  n  Werte  von  qi.  Die  Größen  A,  
B,  W  und  X  sind  Funktionen  der  Zeit  und  der  n  Koordinaten  q.

Das  sind  Funktionen

Lösen  Sie  Gl.  1  für  die

Wenn  m  einfache  nichtholonome  Einschränkungen  auf  das  System  angewendet  werden,  sind  

nur  p  ( p  =  n  –  m)  der  di  und  y  unabhängig  voneinander.  Diese  Einschränkungen  können  wie  

folgt  ausgedrückt  werden :

zy
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Um  zu  berechnen,  was  hier  als  absolute  Variation  eines  Vektors  definiert  wird,  ist  
es  notwendig ,  den  Vektor  mit  Komponenten  entlang  dreier  nichtkoplanarer,  stationärer  
Koordinatenrichtungen  auszudrücken  und  die  Variation  in  jeder  Skalarkomponente  zu  
berechnen.  Das  lässt  sich  ausdrücken

wobei  die  Referenz  R  nichtinertial  ist  und  gi  Skalarfunktionen  sind.

Berechnung  der  Variationen  zyxw  von  Vektoren,  ausgedrückt  in  rotierenden  Koordinatensystemen.

Variationen  in  Beziehung  

setzen  Es  ist  möglich,  relative  und  absolute  Variationen  in  Beziehung  zu  setzen^.^'^  Wenn  sich  

das  Koordinatensystem  R  relativ  zum  Rahmen  N  dreht ,  hängen  die  relativen  Variationen  in  diesen  

Koordinatensystemen  wie  folgt  zusammen:

Dies  erfordert  die  Einführung  von  Koordinatentransformationen  vor  der  Variation.

Einige  der  grundlegenden  Definitionen  wurden  veröffentlicht4  und  werden  überprüft.

Relative  und  absolute  Variationen  unterscheiden  sich.  Relative  Variationen  sind  oft  

einfacher  zu  berechnen,  aber  das  Hamilton-Prinzip  erfordert  die  Berechnung  absoluter  Variationen.

Dabei  sind  tii  feste  nichtkoplanare  Einheitsvektoren  im  Trägheitsbezugssystem  n  
und  fi  skalare  Funktionen.

Bei  den  aktuellen  Techniken,  die  die  Vektornotation  verwenden,  werden  die  Vektorterme  
bei  jeder  Berechnung  einer  Variation  zunächst  relativ  zu  einer  Trägheitsreferenz  ausgedrückt .

von  Gleichungen,  ohne  dass  die  Einführung  einer  Koordinatentransformation  erforderlich  ist
Die  Variationsoperation  ist  nur  für  Skalare  (oder  Matrizen)  definiert,  die  Ableitung  jedoch  nicht

In  ähnlicher  Weise  werden  relative  Variationen  als  Variation  der  Skalarkomponenten  
eines  Vektors  berechnet,  ausgedrückt  relativ  zu  einer  nichtinertialen  Referenz.  
Mathematisch  gesehen  ist  das  so

„e'“  ist  ein  Vektor  der  möglichen  Rotationen,  die  Rahmen  R  relativ  zu  Rahmen  N  besitzen  
kann .  Kane  führte  den  Vektor  „e‘“  ein ,  als  er  kompatible  virtuelle  Verschiebungen  
diskutierte,  erläuterte  jedoch  nicht  die  Verwendung  von  „e‘“  zur  Lösung  praktischer  Probleme.

Variation  eines  Vektors

Relative  Variation

1  "s3=
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Dabei  ist  Iij  ein  Skalar  und  &  und  Sj  nichtkoplanare  Einheitsvektoren,  die  in  den  
Koordinatensystemen  A  und  B  fixiert  sind.  Die  Vektoren  A  und  5  sind  normalerweise  nicht  kommutativ.

Die  Operationen  der  relativen  Differenzierung,  die  

relativ  zu  derselben  Referenz  berechnet  werden.  Betrachten  Sie  einen  Vektor

Koordinatensystem  C.  Berechnen  Sie  zunächst  die  Zeitableitung  relativ  zu  einem  System  z  B

Ein  dyadisches  f  ist  definiert  als:

und  folgen  Sie  mit  der  Variation  relativ  zu  einem  System  A:

i  und  „GA  ist  Der  Operator  'D  stellt  die  Differenzierung  relativ  zur  

Rahmenwinkelgeschwindigkeit  von  Rahmen  A  dar ,  wie  in  B  zu  sehen  ist.
Durch  Umkehren  der  Anwendungsreihenfolge  der  Operatoren  ergibt  sich  Gl.  7  kann  

ausgedrückt  werden  als:

Kombinieren  von  Gleichungen.  7  und  8  und  mit  Be'^  =  -

z  F  ausgedrückt  in

Dyaden  haben  besondere  Eigenschaften5,  können  aber  als  Vektoren  betrachtet  werden ,  
deren  Komponenten  Vektoren  sind.  Punkt-  und  Kreuzprodukt  sind  für  Dyadiken  definiert,  
aber  man  muss  die  Operatoren  als  links-  oder  rechtsoperierend  bezeichnen .  Betrachten  
Sie  die  Variation  relativ  zum  Rahmen  C  einer  Dyade ,  ausgedrückt  als:

Journal  of  Robotic  Systems-1988558

x  6.

Ertrag^:^

=  AgB6A. (9)

von  Variationen  zyxw  und  Variation  kommutieren  nur,  wenn

Zeit

Variation  einer  Dyadik

Differenzierung

BDB(?A

ASBDV  =  zyxw  Aa(AD6  +  BGA  X  @

=  BDASV  +  (

BDAS3  =  "D("S3  +  ̂ e'"  x

-A  -  D  A  66+  zyxwvu  (ASBGA)  x  zy  6  +  BGA  x  AS6(7)z

Machine Translated by Google



i=l

Komponenten  sind  auch  Vektoren.  Aus  zyxw  Gl.  6,  Gl.  11  wird:

Koordinaten-  Zyx-  System  A  in  einem  System  mit  

n ,  wobei  zyxwvu  Cii  im  Koordinatensystem  A  festgelegte  Einheitsvektoren  sind  und  fi  
Skalarfunktionen  der  zyxw  n  verallgemeinerten  Koordinaten  und  der  Zeit  sind .  Die  Variation  
von  h  relativ  zum  Rahmen  zyxw  A  ist:

Zu

Everett:  Eine  alternative  Algebra  für  flexible  Manipulatoren

willkürlich;  daher  kann  ein  weiterer  Satz  willkürlicher  Variationen  Sy  definiert  werden  als:

Lassen  Sie  einen  Positionsvektor  

durch  verallgemeinerte  Koordinaten  ausgedrückt  werden

was  sich  reduziert  auf:

Die  Variation  wird  berechnet,  indem  die  Dyade  als  ein  Vektor  behandelt  wird,  dessen  Kom

Wenn  n  verallgemeinerte  Geschwindigkeiten  wie  in  Gl.  1,  die  Ableitung  von  d  im  Rahmen  A  
(die  Geschwindigkeit  von  P  in  A)  ist:

und  wird  schließlich:

Wenn  es  keine  nichtholonomen  Einschränkungen  gibt,  sind  alle  8qr  in  Gl.  16  können  berücksichtigt  werden

als:

559
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Geschwindigkeit  y.  Diese  letzte  Substitution  kann  durch  Gleichung  verifiziert  werden .  17.

Gl.  21,  es  trägt  zum  Problem  bei.  Die  Bewegungsgleichungen  lauten

f  A,S&  für  r=p+l, ...,  zyx  n.

rheonomische  nichtholonomische  Beschränkungen.  Beachten  Sie,  dass  B  zwar  verschwindet

Betrachten  Sie  nun  den  Fall  zyx  rn  einfacher  nichtholonomer  Einschränkungen,  die  durch  Gl.

Beachten  Sie,  dass  der  Vektor  B  nicht  zur  Variation  beiträgt,  da  die  
Variation  sofort  erfolgt.  Da  B  keine  Funktion  der  Variablen  y  ist,  weist  es  
keine  Variation  auf.  Dieses  Konzept  wird  bei  Lanczos  unter  dem  Thema  diskutiert

ausgedrückt  zyxwv  als  p  Gleichungen,  die  für  das  p  unabhängige  u  integriert  werden  können,

Diese  Ergebnisse  lassen  sich  wie  folgt  zusammenfassen.  Angenommen,  die  Zeitableitung  

eines  Positionsvektors  $ ,  der  zu  einem  System  mit  p  unabhängiger  verallgemeinerter  

Geschwindigkeit  %  gehört ,  wird  als  Funktion  von  %  und  der  Zeit  als  3(ul, ... ,  up,  r)  und  der  
absoluten  Variation  des  Vektors  geschrieben  $  (die  virtuelle  Verschiebung)  ist  erforderlich.  
Die  virtuelle  Verschiebung  muss  ein  Ausdruck  aller  möglichen  Änderungen  sein,  die  der  
Vektor  unabhängig  von  der  Zeit  unter  Berücksichtigung  aller  Einschränkungen  (holonom  und)  erfahren  kann

geschrieben;

Der  Term  A  vg  ist  Kanes  nichtholonome  Partialgeschwindigkeit ,  wie  in  Gl.  
20.

(21)

weil  zyxwvu  W  nichtsingulär  ist.  Gleichung  16  kann  lauten,  wobei  A3c  Kanes  Teilgeschwindigkeit  des  Punktes  

zyx  P  im  Rahmen  A  für  die  Verallgemeinerung  ist

verbleibendes  y,  dann  Gl.  2  sind  für  qr  integriert .
Ersetzen  von  Gl.  21  in  Gl.  19  Ergebnisse  in:

Die  Variation  von  Gl.  3  kann  ausgedrückt  werden  als:

2.  Durch  Einsetzen  von  Gl.  2  in  17,  Geschwindigkeit  kann  ausgedrückt  werden:

(r=  1,. ..,p).  Gleichungen  3  (die  B  enthalten)  werden  verwendet,  um  nach  zu  suchen

r=l

su,=
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holonome  Systeme  und  in  Gl.  zyxw  20  für  ein  nichtholonomisches  System.

nichtholonomisch)  dem  System  auferlegt.  Dies  kann  ausgedrückt  werden  als:

Beachten  Sie,  dass  die  Größen  Si  in  Gl.  23  und  24  sind  identisch.  Die  
formale  Ableitung  von  Gl.  24  wird  ähnlich  wie  die  von  Gl.  23.

wobei  zyxwv  Si  eine  beliebige  virtuelle  Größe  darstellt  und  zyx  9  in  Gleichung  definiert  ist.  17  für  die  

Stadt  des  Rahmens  zyxwv  B  relativ  zu  A  wird  ausgedrückt  als  A3B(~l,. . .

Die  Größen  zyxw  „e‘“  können  ähnlich  interpretiert  werden .  Angenommen ,  die  

Winkelgeschwindigkeit  u,,,  zy  t).  Da  "e'"  ist

Dabei  ist  z  die  dyadische  Trägheit  des  Körpers  i,  die  Masse  des  Körpers  i,  i"  der  Massenschwerpunkt  

des  Körpers  i  und  Vi*  die  absolute  Geschwindigkeit.  Geht  man  nur  von  der  Schwerkraftbelastung  aus,  

beträgt  die  potentielle  Energie:

pi*  ist  die  Position  des  Massenschwerpunkts  des  Körpers  i  und  g'  ist  der  Schwerkraftvektor.

Es  kann  ein  Ausdruck  aller  möglichen  Drehungen  von  Rahmen  B  relativ  zu  A  sein

Durch  Subtrahieren  des  Potentials  vom  Kinetischen  und  Integrieren  erhält  man  das  
Funktional  im  Hamil-Ton-Prinzip:

Everett:  Eine  alternative  Algebra  für  flexible  Manipulatoren

Zwei  Beispiele  veranschaulichen  das  in  diesem  Artikel  diskutierte  Konzept.  Ein  
einfacheres  Beispiel  finden  Sie  in  Ref.  4.  Die  Methode  kann  auf  ähnliche  Weise  auf  
komplexe  Systeme  wie  einen  Roboter  mit  sechs  Freiheitsgraden  angewendet  werden .  
Betrachten  Sie  zunächst  das  Problem  der  Ableitung  der  Bewegungsgleichungen  eines  
dreidimensionalen  n-  Link-Manipulators  mit  offenem  Regelkreis.  Lassen  Sie  den  
anfänglichen  Referenzrahmen  0  am  Boden  und  die  beweglichen  Rahmen  1  bis  n  an  
jeder  Manipulatorverbindung  befestigen .

geschrieben  als:

Durch  die  richtige  Definition  der  Trägheitsdyadik?  Die  kinetische  Energie  des  
Systems  beträgt:

ICH
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+  g  9  (jSpi*)]]  dt  =  0.

+  g' (jSpi*)]}  dt  =  0.  (30)

ich;

a( 'D@'*)  
j=l  a%

562 von  Robotik z

japi*=

z
Der  nächste  Schritt  besteht  darin,  alle  Variationen  abgeleiteter  Terme  in  Ableitungen  von  

Variationen  einiger  der  Identitäten  im  letzten  Abschnitt  zu  reduzieren.  Gleichung  28  kann  

ausgedrückt  werden  als:

das  Funktional  auf  Null,  daher  muss  die  Variation  von  zyx  f  berechnet  werden.  Eine  

Möglichkeit  zum  Beispiel :  OS( 3'"  -  zyx  vi*)  ist  dasselbe  Zyx  wie  'S( 6"  *  3'*).  Verteilen  der  Variation,  

da  die  einzelnen  Terme  Vektoren  sind.  In  Gl.  zy  28  der  erste  Begriff  ist

Variationen  zwischen  den  gepunkteten  Begriffen  erfordern  eine  sorgfältige  Beobachtung  des  Rahmens  von

Die  Bewegungsgleichungen  werden  durch  Setzen  aller  willkürlichen  Variationen  von  erhalten

variiert  im  Rahmen  i ,  da  die  dyadische  Trägheit  relativ  zum  Rahmen  konstant  ist

tun  Sie  dies  ist:

Einzelne  Gleichungen  (n  davon )  werden  aus  Gleichung  extrahiert.  30  indem  man  die  
Variationen  als  Funktion  von  n  beliebigen  virtuellen  Größen  ausdrückt.  Mit  n  Größen  uj,  wie  
im  letzten  Abschnitt  besprochen,  sodass  lineare  und  Winkelgeschwindigkeiten  des  Systems  
als  Funktionen  von  Position,  Zeit  und  uj  ausgedrückt  werden  können ,  kann  „e“  beispielsweise  
wie  folgt  ausgedrückt  werden :

Die  Größe  JSpi*  ist  gleich:

Da  es  sich  bei  den  Energietermen  um  Skalare  handelt,  sind  die  Variationen  in  allen  Frames  identisch.

Unter  Verwendung  des  Satzes  von  Green,  Gl.  29  kann  geschrieben  werden :

Daher  trägt  nur  der  Winkelgeschwindigkeitsvektor  zur  Variation  bei.  Der  lineare  
Geschwindigkeitsterm  in  Gl.  28  wird  im  Inertialsystem  variiert.  Der  potentielle  
Energieterm  wird  in  einem  willkürlich  ausgewählten  Rahmen  j  variiert.  Wenn  die  
Variation  auf  den  Schwerkraftvektor  angewendet  wird,  gibt  es  einen  Beitrag,  da  der  
Vektor  im  Frame  j  nicht  fixiert  ist.

Tagebuch
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pADpp  -  AD$  'd,,,,idt  zyx  (33)

Es  ist  möglich,  die  Begriffe  vorab  in  deutlich  unterschiedliche  Formen  zu  manipulieren

Die  Energie  von  B  kann  ausgedrückt  werden  als:

Die  resultierenden  Gleichungen  ähneln  denen  aus  Kanes  Technik.  Da  die  Begriffe  
in  einer  höheren  Form  mit  Punkt-  und  Kreuzprodukten  vorkommen,  ist  dies  der  Fall

absolute  Position  eines  zu  B  gehörenden  Teilchens .  Das  Zeitintegral  der  Kinetik

Energie  ist  lediglich  die  Summe  der  Energie  aller  Körper,  betrachten  Sie  die  Energie

Terme,  die  uj  multiplizieren  und  die  Sammlung  für  alle  j  auf  Null  setzen .

Vereinfachungen  können  mit  einer  Alternative  einhergehen.  ~  Sobald  die  Variationen  ausgedrückt  sind

Terme  in  Gl.  31  und  32.  Diese  Wahl  ist  jedoch  nicht  notwendig  und  bedeutsam

In  diesem  Beispiel  werden  die  kinetischen  Energieterme  für  ein  System  aus  mehreren  
flexiblen  Körpern  betrachtet.  Die  potentielle  Energie  ist  einfach  zu  berechnen.  Da  die  total

Beitrag  eines  einzelnen  Körpers  B.  Wie  in  Abbildung  1  gezeigt ,  sei  zy  dp  der

Everett:  Eine  alternative  Algebra  für  flexible  Manipulatoren

wobei  A  ein  Trägheitsbezugssystem  ist.

Das  Problem  wird  komplizierter,  wenn  die  Variation  der  kinetischen  Energie  größer  ist

verschiedene  Koordinatensysteme,  um  Vereinfachungen  zu  finden,  und  die  Methode  
ist  energiebasiert  und  daher  mit  vielen  anderen  Techniken  für  elastische  Systeme  
kompatibel.

Kanes  Methode  besteht  darin,  dass  der  Forscher  den  Vorteil  hat,  die  Variation  zu  manipulieren

Wenn  die  zyxwv  uj  als  die  n  Gelenkvariablen  ausgewählt  werden ,  ist  es  einfach,  die  sed  anhand  der  

zyxw  n  Größen  zyx  uj  zu  berechnen.  Gleichungen  werden  extrahiert,  indem  alle  

Koordinatentransformationen  gesammelt  werden,  die  zur  Berechnung  von  zyx  erforderlich  sind.  Wesentliche  Unterschiede  zu

I,  KEdt  =

Abbildung  1.  Ein  einzelner  flexibler  Körper.
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Die  einfachste  Art,  die  Variation  zu  schreiben,  ist:

24.  In

Der  Begriff  KEN  ist  der  Begriff  der  kinetischen  Energie  eines  starren  Körpers,  der  existieren  würde,  

wenn  der  Körper  keine  elastische  Verschiebung  hätte.  Die  Variation  der  kinetischen  Energie  kann  

ausgedrückt  werden  als:

z-  Ablenkung  

des  Punktes  zyxwv  p  als  Vektor  5  und  definieren  Sie  die  Punkte  zy  n  auf  einem  neutralen  Körper ,  sodass

ASii  für  alle  n  ist  eine  Funktion  einer  endlichen  Anzahl  unabhängiger  u  -Größen.  Die  in  Gl.  
35  gelten  als  willkürlich  und  unterliegen  Randbedingungen.  Terme  Obwohl  Gl.  34  ist  

kompakt,  es  ist  möglicherweise  nicht  nützlich.  Eine  alternative  Form  von  Gl.  34  folgt.  
Beachten  Sie,  wie  einfach  sich  die  Gleichung  ändern  lässt.  Die  Suche  nach  Reduzierungen  
erfordert  in  der  Regel  das  mehrmalige  Erweitern,  Umverteilen  und  Überlagern  von  Begriffen,  
wobei  nach  Identitäten  und  gemeinsamen  Begriffen  gesucht  wird.  Daher  hängt  die  
Leichtigkeit,  mit  der  Gleichungen  reduziert  werden  können,  mit  der  Leichtigkeit  ihrer  
Manipulation  zusammen.

Körper  B  und  pp  wird  als  Summe  der  in  Abbildung  1  gezeigten  Vektoren  n'  und  v'  geschrieben :

Kontinuierliche  elastische  Systeme,  es  gibt  zyx  unendlich  viele  u .  Definieren  Sie,  dass  die  elastischen  

Punkte  n  und  p  zusammenfallen,  wenn  v'  zyxwvu  =  0.  Wenn  ein  Koordinatensystem  erstellt  wird

Beginnen  Sie  mit  dem  Positionsvektor,  der  wie  in  Abbildung  1  definiert  ist .  Die  Geschwindigkeit  von  a

Im  Fall  des  Starrkörpers  die  Menge

berechnet.

Der  wesentliche  Punkt  ist:

wird  aus  Gleichung  berechnet.

Die  kinetische  Energie  beträgt:

+  'SBDG

z

x  v'+  BDv'.  kS(A3B  X  v')]  &I.
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demonstrieren  die  einfache  Handhabung.  Mit  der  Identität  aus  Gl.  6  Die  
Variation  der  kinetischen  Energie  ist:Betrachten  Sie  nun  das  Problem  der  Manipulation  von  Zyx-  Gl.  38  in  eine  andere  Form,  zu

Unter  Verwendung  der  Beziehungen  in  Gl.  16,  Gl.  40  kann  geschrieben  werden :

Dies  lässt  sich  leicht  reduzieren  auf:

Die  Begriffe  'S,  'S,  'S,  'S  und  "S  bezeichnen  Variationen  in  fünf  verschiedenen  

Koordinatensystemen ,  um  zu  veranschaulichen,  dass  die  Variationen  von  Begriffen  nicht  im  

selben  Koordinatensystem  berechnet  werden  müssen.  Der  Grund,  warum  man  eine  Variation  in  

einer  Koordinate  einführen  würde  Ein  anderes  System  als  ein  Inertialsystem  liegt  daran,  dass  

es  je  nach  spezifischem  Problem  möglicherweise  einfacher  ist ,  Variationen  in  rotierenden  Koordinaten  auszuwerten.
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Die  Methode  kann  verwendet  werden ,  um  Kanes  Gleichungen  für  starre  Systeme  
abzuleiten,  was  an  sich  kein  Beitrag  ist,  da  die  Passerello-Huston-Gleichungen  dies  bestätigten

Methode  zyxwv  hat  eine  Energiebasis.  Der  demonstrierte  Prozess  ist  jedoch  nicht  1.  Cornelius  

Lanczos,  zyxwvu  zyxwvu  Die  Variationsprinzipien  der  Mechanik.  Universität  Toronto  _

zur  Ableitung  von  Gleichungen  unter  Verwendung  von  Energieprinzipien.

Durch  die  Definition  verallgemeinerter  Geschwindigkeiten  als  Funktionen  der  verallgemeinerten  Koordinaten,  

Koordinatenableitungen  und  der  Zeit  erscheinen  die  resultierenden  Gleichungen  in  einer  Form  erster  Ordnung,  

die  sich  ideal  für  die  Computerintegration  eignet.

haben  die  praktischen  Schwierigkeiten,  die  mit  den  Passerello-Huston-Gleichungen  verbunden  sind

Frühere  Energietechniken,  die  auf  nichtholonome  Systeme  angewendet  wurden,  erforderten  

die  Einführung  von  Matrizen,  die  die  abhängigen  und  unabhängigen  verallgemeinerten  

Koordinaten  in  Beziehung  setzen.  Der  gezeigte  Prozess  berücksichtigt  nichtholonome  
Einschränkungen,  indem  er  die  Geschwindigkeit  als  Teilmenge  der  verallgemeinerten  

Koordinatenableitungen  ausdrückt.  Die  gewählte  Teilmenge  muss  alle  nichtholonomen  

Randbedingungsgleichungen  identisch  erfüllen.  Die  Variation  der  Positionsvektoren  hängt  mit  

partiellen  Ableitungen  der  Geschwindigkeiten  zusammen  und  drückt  so  eine  willkürliche  
Variation  aus,  die  automatisch  a11-Randbedingungen  erfüllt.

was  mit  den  Ergebnissen  in  Gl.  identisch  ist.  34.

Der  in  diesem  Artikel  demonstrierte  Prozess  ist  eine  alternative  Methode  zur  
Berücksichtigung  rotierender  Koordinatensysteme  und  nichtholonomer  Einschränkungen  
in  energiebasierten  Formulierungen  von  Bewegungsgleichungen.  Die  vorhandenen  
Energiemethoden  berücksichtigen  rotierende  Koordinaten,  indem  sie  variable  
Koordinatentransformationen  einführen,  um  Energie  als  Skalarfunktionen  in  
Inertialreferenzsystemen  auszudrücken.  Bei  der  Differenzierung  der  Energieterme  
erschweren  die  Koordinatentransformationen  die  Formulierung.  Die  Technik  erfordert  
keine  Einführung  von  Transformationen,  bis  die  Gleichungen  erhalten  wurden.  Dies  
führt  zu  Gleichungen,  die  eine  vereinfachte  Form  annehmen,  die  einer  Reduktion  in  geschlossener  Form  zugänglich  ist.
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