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1. EINLEITUNG

Design und Analyse sind zwei wichtige Aufgaben im Ingenieurwesen.

Unter Designprozess versteht man die Synthese von GréR3e, Form und Material wéhrend der Vorschlagsphase
Zur Erfillung der geforderten Aufgabe werden Eigenschaften und Anordnungen der Teile vorgegeben.

Bei der Analyse handelt es sich um eine Technik bzw. eine Reihe von Werkzeugen, die eine kritische Bewertung eines bestehenden oder
vorgeschlagenen Entwurfs ermdglichen, um dessen Eignung fiir die Aufgabe zu beurteilen.

Synthese ist also ein Ziel, das durch Analyse erreicht werden kann.

Der Maschinenbauingenieur beschéaftigt sich mit vielen unterschiedlichen Aufgaben, die mit vielféltigen Arbeitsweisen einhergehen
Prozesse, die als technologischer Prozess bezeichnet werden.

Technologische Prozesse umfassen den Transport von Material, die Erzeugung und Umwandlung von Energie sowie den Transport

von Informationen. Alle diese Prozesse erfordern mechanische Bewegung, die von Maschinen ausgefiihrt wird.

Um eine geeignete Konstruktion von Maschinen und Mechanismen erstellen zu kdnnen, muss die Beziehung zwischen der Geometrie
und Bewegung der Teile einer Maschine/eines Mechanismus und den Kréaften, die die Bewegung verursachen, untersucht werden. Somit
ist die Mechanik als Wissenschaft in den Entwurfsprozess eingebunden.

Die Mechanik stellt die Wissenschaft dar, die Statik, Dynamik und Materialmechanik umfasst.

Die Statik ermdglicht die Analyse stationarer Systeme, wahrend sich die Dynamik mit Systemen befasst, die sich mit der Zeit
andern. Wie Euler vorschlug, kann die Untersuchung der Bewegung eines starren Korpers in zwei Teile unterteilt werden, den
geometrischen Teil und den mechanischen Teil. Innerhalb des geometrischen Teils Kinematik
Die Ubertragung des Kérpers von einer Position in die andere wird ohne Riicksicht auf die Ursachen der Bewegung untersucht. Die
Veranderung wird durch analytische Formeln dargestellt.

Kinematik ist also eine Untersuchung der Bewegung ohne die Kréfte, die diese Bewegung erzeugen
beschrieben durch Position, Verschiebung, Rotation, Geschwindigkeit, Geschwindigkeit und Beschleunigung.

In der Kinematik gehen wir davon aus, dass alle untersuchten Korper starre Kérper sind, ihre Verformung also vernachlassigbar ist und

keine wichtige Rolle spielt und die einzige Anderung, die in diesem Fall beriicksichtigt wird, die Anderung der Position ist.

Die von uns verwendete Terminologie hat eine prazise Bedeutung und umfasst alle Woérter, die wir verwenden, um uns auszudriicken,
wahrend wir miteinander kommunizieren. Um sicherzustellen, dass wir die Bedeutung verstehen, steht uns ein Thesaurus/Glossar zur

Verfigung. Insbesondere in Bereichen, in denen die Terminologie nicht sehr klar ist, ist es sinnvoll, bestimmte Begriffe zu klaren.

Struktur stellt die Kombination starrer Korper dar, die durch Gelenke miteinander verbunden sind, um starr zu sein. Daher verrichtet
die Struktur keine Arbeit und wandelt die Bewegung nicht um. Die Struktur kann von Ort zu Ort bewegt werden, verflgt jedoch tGber keine

innere Beweglichkeit (keine Relativbewegung zwischen ihren Mitgliedern).

Maschinen und Mechanismen — ihr Zweck besteht darin, relative interne Bewegung bei der Ubertragung zu nutzen
Kraft oder transformierende Bewegung.
Maschine — Gerat, das dazu dient, Krafte zu verandern, zu Gbertragen und zu lenken, um ein bestimmtes Ziel zu erreichen.
Mechanismus — der mechanische Teil einer Maschine, der die Funktion hat, Bewegungen und Kréfte von der Energiequelle auf
einen Ausgang zu Ubertragen. Der Mechanismus ubertréagt die Bewegung vom Antrieb oder der Eingangsverbindung auf den Mitnehmer

oder die Ausgangsverbindung.
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Planarer Mechanismus — jedes Teilchen des Mechanismus zeichnet ebene Kurven im Raum und alle Kurven liegen in parallelen
Ebenen. Die Bewegung ist auf den zweidimensionalen Raum beschrankt und das Verhalten aller Teilchen kann in ihrer wahren GroRe
und Form aus einer einzigen Richtung beobachtet werden. Daher kénnen alle Bewegungen grafisch interpretiert werden. Die meisten
Mechanismen sind heutzutage planare Mechanismen, daher konzentrieren wir uns auf sie.

Kugelmechanismus — jedes Glied hat einen stationaren Punkt, wenn sich das Gestange bewegt, und die stationdren Punkte aller
Glieder liegen an einer gemeinsamen Stelle. Somit zeichnet jeder Punkt eine Kurve auf der Kugeloberflache und alle Kugeloberflachen
sind konzentrisch.

Raumlicher Mechanismus — unterliegt keiner Einschrankung der relativen Bewegung der Partikel. Jeder Mechanismus, der ein

kinematisches Schraubenpaar enthalt, ist ein raumlicher Mechanismus, da die relative Bewegung des Schraubenpaars spiralférmig ist.

Der Mechanismus besteht normalerweise aus:

Rahmen — typischerweise einem Teil, das keine Bewegung zeigt.

Verbindungen — den einzelnen Teilen des Mechanismus, die die starre Verbindung zwischen zwei oder mehr Elementen
verschiedener kinematischer Paare herstellen. (Federn kdnnen nicht als Verbindungsglieder betrachtet werden,
da sie elastisch sind.)

Das kinematische Paar (KP) stellt die Verbindung zwischen Gliedern dar, die die relative Bewegung mithilfe der Gegenflache
steuert. Daher sind einige Bewegungen eingeschrankt, wahrend andere zuléssig sind.
Die Anzahl der zulassigen Antréage wird Uber die Mobilitéat des KP beschrieben. Es wird davon ausgegangen,

dass die Passflachen eine perfekte Geometrie haben und zwischen den Passflachen kein Spiel besteht.

Gelenk — bewegliche Verbindung zwischen Gliedern, auch kinematisches Paar genannt (Bolzen, Gleitgelenk, Nockengelenk),
das der Bewegung Beschrankungen auferlegt. Die kinematische
Kette wird aus mehreren Gliedern gebildet, die durch Gelenke beweglich miteinander verbunden sind. Die kinematische

Kette kann je nach Organisation der verbundenen Glieder geschlossen oder getffnet werden.

Einfache Verbindung — ein starrer Korper, der nur zwei Gelenke enthalt
Komplexe Verbindung — ein starrer Korper, der mehr als zwei Gelenke enthalt

Aktuator — ist die Komponente, die den Mechanismus antreibt

Letztes Jahr haben wir begonnen, {iber die Grundlagen der Mechanik — Statik zu sprechen und spéter {iber die Ubertragung der
Kréafte und deren Wirkung auf die Elemente der Struktur/Maschine. Unsere Berechnung der Kréfte basierte ausschlie3lich auf der Statik
und ging zu Beginn davon aus, dass die Krafte auf die Struktur wirken oder sehr langsam wirken, sodass sie keine dynamische Wirkung
auf die Struktur haben.

Diese Situation ist weit von der realen Welt entfernt, da es auf der Welt nichts Stationéres gibt. (Geben Sie mir eine feste

Punkt und ich werde die Welt veréandern. Archimedes 287 v. Chr. — 212 v. Chr. (griechischer Mathematiker, Physiker )

Die Kinematik beschéftigt sich mit der Art und Weise, wie sich Dinge bewegen. Es ist eine Untersuchung der Bewegungsgeometrie
beinhaltet die Bestimmung von Position, Weg, Geschwindigkeit, Geschwindigkeit und Beschleunigung.

Diese Untersuchung erfolgt ohne Bertcksichtigung des auf einen Aktuator wirkenden Kraftsystems.

Ein Aktuator ist ein mechanisches Gerat zum Bewegen oder Steuern eines Mechanismus oder Systems.

Daher sind die Grundgréf3en der Kinematik Raum und Zeit, wie sie in der Statik definiert sind.
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Kinematik beschreibt die Bewegung eines Objekts im Raum unter Beriicksichtigung der Zeitabhéngigkeit.
Die Bewegung wird durch drei kinematische Gré3en beschrieben:

Der Ortsvektor gibt die aktuelle Position eines bestimmten Punktes im Raum an.

Die zeitliche Anderungsrate des Ortsvektors beschreibt die Geschwindigkeit des Punktes.

Beschleunigung — die zeitliche Anderungsrate der Geschwindigkeit

Alle GroRen — Position, Geschwindigkeit und Beschleunigung — sind Vektoren, die im Hinblick auf Folgendes charakterisiert werden
kénnen:
Anderung einer SkalargréRRe — gleichférmige Bewegung
Gleichmé&Big beschleunigte Bewegung

Ungleichmé&Rig beschleunigte Bewegung
Harmonische Bewegung

Charakter der Flugbahn — 3D (Bewegung im Raum)
2D (planare Bewegung)

Der Trajektorientyp kann wie folgt angegeben werden: Geradlinige Bewegung
Drehung
Universelle ebene Bewegung
Spharische Bewegung
Universelle Raumbewegung

Komplexe Bewegung

Die Menge unabhéangiger Koordinaten im Raum beschreibt die Position eines Kérpers als Zeit
Funktion definiert somit die Bewegung eines Korpers.

Die Anzahl der unabh&angigen Koordinaten entspricht dem Freiheitsgrad des Objekts oder der Menge gekoppelter Kérper und
wird als Beweglichkeit des Objekts ausgedriickt.

Mobilitat — die Anzahl der Freiheitsgrade, die der Mechanismus besitzt. Die Anzahl der
unabhangigen Koordinaten (Eingaben) ist erforderlich, um alle Glieder des Mechanismus in Bezug
auf den Referenzrahmen/das Koordinatensystem

Fir planaren Mechanismus: prézise ZU J

Fir den Weltraummechanismus: Wsmtbﬁle(ém ;—_-19: y yy DOF i (6 n )1

Kinematisches Diagramm — ist eine ,abgespeckte Skizze des Mechanismus (nur Skelettform).

Die Abmessungen, die die Bewegung des Mechanismus beeinflussen, werden angezeigt.

Partikel — ist ein Modellkérper mit sehr kleinen/vernachlassigbaren physikalischen Abmessungen im Vergleich zum Radius seiner

Bahnkrimmung. Dem Teilchen kann eine Masse zugeordnet sein, die bei der kinematischen Analyse keine Rolle spielt.
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Wie finde ich den Freiheitsgrad?

1. Betrachten Sie eine unbeschrankte Linie, die sich im Raum bewegt

A
A

Der nicht durchdringende Zustand zwischen Punkten
lq A.B

AB = konst. = |
Anzahl der Freiheitsgrade fiur eine Linie in 3D: zwei Punkte
]b —= 2*3 =06 DOF,
-~ . nicht durchdringende Bedingung: AB = |
y Somitisti=6y1 =5 DOF

Fazit: Ein freier Link AB verfugt tber funf Freiheitsgrade bei
der Bewegung im Raum.

2. Betrachten Sie einen unbeschrankten Korper im Raum

Wie viele Punkte beschreiben die Position eines Kérpers?

Drei Punkte: 3*3 = 9 DOF

Nicht durchdringender Zustand (starrer Korper

vorausgesetzt): AB = const.; AC = konst.; BC = konst.
alsom=3

Und 6i=3*3y3=DOF

Fazit: Ein freier Festkdrper hat sechs Freiheitsgrade bei
der Bewegung im Raum.

Um den DOF bewerten zu kénnen, muss das kinematische Diagramm des Mechanismus erstellt werden.
Diagramme sollten in einem MaRstab gezeichnet werden, der proportional zum tatséchlichen Mechanismus in der gegebenen Position ist.

Die Konvention besteht darin, Verbindungen beginnend mit dem Referenzrahmen als Nummer eins zu nummerieren, wéahrend die Verbindungen mit
Buchstaben versehen werden sollten.

Die gewahlte Strategie sollte darin bestehen, an der realen Gruppe von Kdrpern: dem Rahmen,
dem Aktuator und allen anderen Verbindungen, allen
Gelenken

alle interessierenden

Punkte zu identifizieren und das kinematische Diagramm gemaf der Konvention zu zeichnen.

Sobald wir die Mobilitét (Freiheitsgrade) ausgewertet haben, kdnnen wir den entsprechenden Satz unabhangiger Koordinaten
(Parameter) identifizieren und mit der kinematischen Analyse des Mechanismus beginnen

7

Dr.-Ing. Zdenka Sant
10/2009



Machine Translated by Google

Fahren Sie mit der Unteraufgabe fort: a)
Definieren Sie den Referenzrahmen (Basisraum, in dem die Bewegung beschrieben wird). b) Definieren Sie
die Position eines Punktes/Teilchens in Bezug auf den Referenzrahmen. c) Beschreiben Sie die Art
der Bewegung (eingeschrankt oder unbeschrankt) d) Schreiben Sie die nicht
durchdringenden Bedingungen auf. e) Definieren Sie
die unabhangigen Koordinaten. f) Ermitteln Sie die

Geschwindigkeit und Beschleunigung

Gemeinsame

Analyse: A .... Stift .... 2 Dof

i=y3§1y(5231)

Die kinematische Analyse der gesamten Menge verbundener Kdrper kann durchgefiihrt werden, wenn wir in der Lage
waren, die Bewegung jedes Segments/Korpers zu beschreiben und dann die kinematischen Gréf3en am interessierenden
Punkt in der erforderlichen Position oder Zeit zu identifizieren.

Beginnen wir also mit der Kinematik eines Teilchens, das im Diagramm als Punkt dargestellt ist.
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2 KINEMATIK EINES TEILCHENS

f A Der Positionsvektor rA beschreibt die Position eines
As Partikels/Punktes A in Bezug auf das Referenzsystem (CS
Ay X,Y,2).
¥y A Der Charakter eines Ortsvektors h&ngt vom beliebigen
1 .
41 Koordinatensystem ab
L
. ¥ Im Moment hat der Punkt A eine Position
5 =r= t)(tf)(rA
wahrend des Zeitintervalls ¥ t der Punkt bewegt sich zu einem neuen

Position Al , die durch einen Positionsvektor rAl beschrieben werden kann
rer+y
Dabei gilt: yr ... stellt das Positionsvektorinkrement im Zeitintervall dar.

ys ... stellt das Trajektorieninkrement im Zeitintervall dar

Der Abstand stellt das Maf? der momentanen Punktposition in Bezug auf den Ursprung dar.

Die Flugbahn/der Pfad des jeweiligen Punktes sind die Orte aller momentanen Positionen dieses Punktes.

Der Einheitsvektor der Flugbahn:

yr DR
. ) ] . o = | - = __
y ...Einheitsvektor in Tangentenrichtung ’ yylin ys ds
Dann
D dx d dz
y T — (xyz'j'ijE t — ahL
ds ds ds ds
dx =C0Ss y dy = Cos dz
— = y —= = V — =CO0Ss y
Wo dS T dS y T dS y T

sind die Richtungskosinuswerte der Tangente an die Flugbahn und die Winkel yt, yit, yt sind

die Winkel zwischen den Achsen x, y, z und dem Tangentenvektor ¥

n ...Einheitsvektor in der Normalenrichtung zur Flugbahn hat eine positive Ausrichtung zum

Mittelpunkt der Flugbahnkrimmung

..y _D
N = ylim— = —
h wo gy Dy
unter Beriicksichtigung des Flugbahnkrimmungsradius R dann
, . _ds
dsRd= Y und o = "
- dy Dy )
daher n= :_% R . . ErSetZt dS y wir bekommen
R
DR _ df d; oz
nFTR= R « R +R k
: z ds® ds® ds®
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dx y dz
Wo: R—5 =cosy ,; R d > =cosy,; R—5 =cosy, sinddie Richtungskosinusse der
ds ds ds

normal zur Flugbahn und yn; yn;

yn sind die Winkel zwischen den Achsen x, y, z und der Normalen

Im Falle einer 3D-Bewegung ist die Trajektorie eine 3D-Kurve, daher muss ein dritter Einheitsvektor in binormaler Richtung
definiert werden:
b ... Einheitsvektor in binormaler Richtung zur Flugbahn ist so ausgerichtet, dass

Die positive Richtung des binormalen Vektors bildet zusammen mit der Normale und der

Tangente ein rechtsorientiertes Senkrechtsystem.
b =y xn

2.1 GESCHWINDIGKEIT

Ist die zeitliche Anderungsrate des Positionsvektors.
VR
yT

Die durchschnittliche Anderungsgeschwindigkeit ist definiert als v au

Unser Interesse besteht darin, eine Momentangeschwindigkeit zu finden, die den Grenzfall der Durchschnittsgeschwindigkeit

darstellt. Das Zeitlimit fur die Berechnung der momentanen Geschwindigkeit nahert sich
Null. y DR

Die momentane Geschwindigkeit ist definiert als: v = lim -
Wto g o1 dt

Welche Richtung hat die momentane Geschwindigkeit?
Der gesunde Menschenverstand oder besser gesagt die Intuition legt nahe, dass die Geschwindigkeit die Tangentenrichtung zu hat

die Flugbahn. Lassen Sie uns diese Aussage mathematisch beweisen:

_ . YR Yys_ __yR _ §ys DR ds
v = lim — — = [im — lim wee— —  §y S § V
WOU yr o ys Owwys t oyr ds dt

seit S= lm —==— v
o -y o1 dt

Einen Positionsvektor haben, der wie folgt definiert ist: r = xi + yj + zk

dann kann die Geschwindigkeit durch ihre Komponenten beschrieben werden, denn:

_ DR D dx d
Vo= T xydjkik ++=++=V+vE
dt (dt dt j

dz
V
dt dt

X v jk z

wobei vx, vy, vz Komponenten der Geschwindigkeit in Richtung der Achsen des Koordinatensystems sind.
— 2 2 2
Der Betrag/Modul der Geschwindigkeit: ‘V+ Ty xtVHVY

L o ) v, .. _ Vv,
mit Richtungskosinus: cosy , = W cosy, = K- cosy v
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2.2 BESCHLEUNIGUNG

Die Beschleunigung einer Positionsdnderung ist die zeitliche Geschwindigkeitsanderungsrate.

Um den Ausdruck fiir die Beschleunigung abzuleiten, miissen wir ein sogenanntes Geschwindigkeitsvektordiagramm zeichnen
Geschwindigkeitshodograph.

A

Konstruieren eines Hodographen

auf der Grundlage der Kenntnis
des Pfads eines Punktes und

Is
iy seiner Geschwindigkeit an

bestimmten Positionen

A und Al: Nehmen wir

P s + AT - ; - i
1 GIOCIt\,’ ]10(10 m‘aph einen beliebigen Punkt P an, durch
den beide Geschwindigkeiten vA
Pogition kodagmpk und vA1l verlaufen. Die Endpunkte
ihrer Vektoren erzeugen den gewiinschten Kurvenhodographen .
VAl
VEYYTX
Basierend auf Hodograph

_yv

aavr T T

Die durchschnittliche Beschleunigung wird angegeben als yr

Die momentane Beschleunigung wird als Grenzwert der durchschnittlichen Beschleunigung fur das Zeitintervall

angegeben ¥ ¥t0

w D
A= lm — === vr=
wre g T dt
Dv D (y ) Dy Dv
a Ri ; . a==— —\ v —V+y—
Die Richtung der Beschleunigung kann aus ermittelt werden dt dt dt dt
Dy ds_ =~ d¢ y ds S99 Dby
azy — —Vy+VYV — - — —y+y ¥ — 2= v y —
Daher dt ds dt ds dt dt ds dt
. . n= R & dann kénnen wir ersetzen %= — Wo
Da die Richtung der Normalen gegeben ist als ds ds y
Y stellt den aktuellen Krimmungsradius dar. Daher:
\% Dv 1 ., .
a=ny+yy=nydt — — 'S +yys =a+ap .
y y
2
\Y .
Wo azny i Ist Die
y —> g
Y
Beschleunigung in Normalrichtung
und
a.=y yyy ist die A
Tangentialkomponente der BeschleunigEérjrg. * L
Accelerated motion Decelerated motion
11
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Die Richtung der Normalbeschleunigung orientiert sich immer am Mittelpunkt der momentanen Krimmung der
Flugbahn. Die Tangentenkomponente der Beschleunigung erfasst die GréRenanderung einer Geschwindigkeit,

wahrend die Normalkomponente die Richtungsanderung einer Geschwindigkeit erfasst.

Die resultierende Beschleunigung bildet mit der Normalenrichtung einen Winkel §/: eraunen Y

_

A

N

Somit héatte die im rechtwinkligen Koordinatensystem ausgedriickte Beschleunigung die Form:

— (ich ww =icha+a+a

A=— .
dt dt ik

_D,.. )
A_E( kil

und die GréRe der Beschleunigung: |A| Y aaa |

Die Ausrichtung der Endbeschleunigung wird durch Richtungskosinusse angegeben:
A A A

cosy :;ﬁ cosYy, :;TT cosy = W

und gleichzeitig 2cosy 2+Co y 2+Co y =1

Eine genaue Beschreibung der Bewegung eines Teilchens wird durch eine Funktion gegeben, die die gesamte Kinematik erfasst

Mengenf(,,, n&0ba

2.2.1 Klassifizierung der Bewegung

Betrachten Sie die Bewegung des Teilchens entlang der geraden Linie (in Richtung der x-Achse).

Die Tangentialkomponente der Beschleunigung erfasst die Anderung der GeschwindigkeitsgroRe und kann somit

kann verwendet werden, um Bewegung zu unterscheiden als:

GleichméaRige Bewegung

dv
Mathematische Beschreibung: = 0:also = = bei d— das impliziert v = const.
t
_ dx
Fur den Fall, dass die Tangente die Richtung der x -Achse annimmt, dann Vv, const - und Gleichung vx = a
stellt die einfache Differentialgleichung dar, die
durch Trennung von geldst wird 60

—&— zuriickgelegte Strecke

T X
: N 50 P
Variablen v dfdx Y= , alsogeben 40 —— cescnunaiien =

0 Xo 30 /'

die Losung xxvt =4y 20 /
0 X
10

12

Dr.-Ing. Zdenka Sant
10/2009



Machine Translated by Google

Gleichmé&Rig beschleunigte/ verzégerte Bewegung

Mathematische Beschreibung: eine Keénstante.

. N . S dv,
Falls die Tangente die Richtung der x -Achse annimmt, dann ist eine Konhstante. Und A, = V. daher
dt
waly Y= zur Losung fihrt WBo +
0 Vo
it dx * i o Le
gleichzeitig ¥ VX ﬁalso () v dtta O =y  das ergibt die Lésung:
0

Xo

x=x+tv+ta.} 2
0 0 X

Die Losung fuhrte zu einer Gleichung der Flugbahn des Punktes, ausgedriickt als Funktion der Zeit.

. A20 -
v —e— distance traveled
E £ 100 H = velocity

@0
-ﬁ' E 80 acceleration
g5
2% o0
Es
§§ 40

20

z
=

0

Ungleichmé&Rig beschleunigte Bewegung

Mathematische Beschreibung: a&@ kf . (gie Funktion kénnte anders definiert werden)

dv, ! ! _
Also y eltgnstante  * = d_ § also ( +.akt Jtdv y . mitLosung
t . .
1 seit dx y 1oy
e 2 vx=ganny  °vdakigt dx; y= Y das ergibt das
oy y Xo

3

. . . 1 1
Trajektoriengleichung= x ;+ tv ta%= ki ? s

300

250 +— —e— distance [m
= —m— velocity [rs]
gzm acceleration [mis2)
=
%160
E
>
=100
E
k-1

L
=]

o Lo s s —h—h——4

time [s]
13
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Bewegung mit anderen Anderungen kinematischer GroRRen

In diesem Fall wird die Beschleunigung als Funktion anderer Grof3en angegeben a = ( ,, tvrf)

2.3 Orthogonale Transformation

Man sieht sehr deutlich, dass Geschwindigkeit und Beschleunigung direkt vom Ortsvektor abhangen.

Die Positionsvektorform variiert je nach Art des Koordinatensystems. Somit sind im rechtwinkligen Koordinatensystem ( x, y,z)
die kinematischen Grof3en in Vektorform:

r=rxi+ryj+rzk (Positionsvektor) j k)

. . D
d'[l =y + \ ka SV —®ht |T z (Geschwindigkeit)

2

D _ D
=ata+agjyk m (" Yok T ? O ity jtrzk (Beschleunigung)

g 7

Der Punkt A sei mit seinem Ursprung dem bewegten
Koordinatensystem y ,z zugedrdnep

mit einem festen Koordinatensystem zusammenfallen x,y,z;111

Oly 02
’1-2- Die Vektorform einer Position des Punktes A in
CS1:
Aar A
R AT okl
>
. . A _ A A
und in CS2: aad ety Kk,
A A
yxX.y yX,y
in Matrixform: rlA ~j, Und r2A i
yZ1y yZ2y

oder BFW”:[X){Z 1 1] Und BE'MT=[><yz 2 2]

A
Um den Positionsvektor r in CS1 auszudriicken, muss der Vektor transformiert werden. Dieser Prozess ist

namens Orthogonale Transformation von VektorgrofRen

2.3.1 Orthogonale Transformation von VektorgrdfRen

Die mathematische Operation verwendet die Matrixform eines Vektors.
Der CS1 ist mit einem Basisrahmen/-raum verbunden, der als fester Referenzrahmen dient
nicht bewegen.
Der bewegliche Punkt A ist mit CS2 verbunden, der sich relativ zum Referenzrahmen bewegt.
Somit ist die Position des Punktes A in CS1

A

A A A ,
Riimanry +2 3 und in CS2

A A Ak
Ar2B2X+y+7 J 2
14
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A
Wie interpretieren wir den Positionsvektor r2? in CS1?
Die Aufgabe besteht darin, den Vektor r2 zu projizierenA in CS1.
A

Somit wird der Vektor r2 projiziert jn x1- Richtung;

A A A A A
X1 =r§éi=i1-t2jzt(3f<zyi j z ) 1

Wo:  cosy , =§i=iycps , v,

2

COSY , =yi=jycos 2 Yoo
J2

cosy3=y:51—=kycps ’ Vo,
k2
A Ass A .. A o . g A.. . A .
Daher =M RYY+2z jix 2Ein¥T%,, liwell v +Jjjcos ¥ +Z,kkcos ¥

A A )

B . o A o
X=rYiaxisypszkyi=x gincCos ¥y 4 3 gincos ¥, + Z, COSY

1 3

A A . A, A . A ) . A .. A ..
YEIY] =Xkhyj+zKyj=X ) 1 gincos ¥ 4 + J, COSY , +Z, COSY ,
2Zryk=xizflrzkyk=x ) 4 gecm §, 4 gsees §, +2] cosy,

Das Umschreiben dieser drei Gleichungen in Matrixform ergibt
A A
yle yCOSy 1 Cos y 2 COos y 3y szy
I Sy, €Sy, €Sy, I2 Y orgCyra,

yz1y ycos§.cos ¥, cosv3y szy

yCOSy . COS y ) COS y 3y

Wo CZl- cos)--/1 005y2 cos)--/3
ycoss-,1 cosy coss-,3y
Die analoge Transformation von CS1 in CS2 ergibt: r§ Cyrig
wo § Yz AYL

COS y COS \J COSy; v
Y Y. y .y !
== T . P [ [}2
Ccos COos COS y; A
2 Yo Y. Y2 \

- COS § Cos v/ cosV o
y 3 Y 3y 'xé____‘\ﬂz

; T i
Und C¥E=1yn ;

Die ebene Bewegung ist zu jedem Zeitpunkt der Bewegung ein Sonderfall /Q et o
= 5
g, P 7
- y S~z =3
Vi . Vo =%y VT
; 2 ; 3 2
3 y
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y y —
- = . = — \/ =0
1T ¥ 2 P Ys
, COS Sunfle 0 ¢
TEET) Ccos Siinde V
= oY y
Und C21 . Sundey y cos 0 v , o
o Sundey y cos o
) 0 1, 7 y
y y

Sobald der Positionsvektor in Matrixform ausgedriickt wird und die orthogonale Transformation verwendet wird,

kénnen Geschwindigkeit und Beschleunigung in derselben Form ausgedrickt werden.

2.3.2 Geschwindigkeit in Matrixform unter Verwendung der orthogonalen Transformation

Geschwindigkeit ist die erste Ableitung des Positionsvektors (

A _ _ D A A
Epvr ;= E C"zﬁrc)"y a1 v o
Wenn der Punkt A seine Position in Bezug auf den Ursprung CS2 nicht andert, dann r2 A=konst. Und
daher ,A=0 Und  v=cyr, 2

2.3.3 Beschleunigung in Matrixform unter Verwendung der orthogonalen Transformation

Die Beschleunigung ist also die erste Ableitung der Geschwindigkeit und eine zweite Ableitung des Ortsvektors

a\?TErG:“erYY‘":y"YE¥+V2¢2)712212212A ’
Wenn der Punkt A seine Position in Bezug auf den Ursprung CS2 nicht andert, dann r2 A=konst. Und
daher .5 = 0und somit.ggbend agCyr,
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2.4 TEILCHEN IM ZYLINDRISCHEN KOORDINATENSYSTEM -,
2.4.1 Der Ortsvektor

y .,z

. A L e i1 W
inCS2 ,,f%y ik=y+y Aﬁlé*@“
yyy . Alp. . z)
In Matrixform R} = o
y
yoy
Somitist'=Cyr A Y2
: 22 2 yndday et
cos S[Jn(yzo §
. >
C 5 = ySunde yy cos 0 Y
. 0 0 1.
y y
; COS Si‘mrygo y yy y yy cos y §
X2
r“—““C yr 21 2A - i Siinde 7 y cos 0 0o = y Sundey
.0 0 1. .2 . " z .
y yyiy oy 2z oy
in Vektorform: 1, = §y CoSy ichy y smey Ygryz K
2.4.2 Die Geschwindigkeit
A _ d& S "
In Vektorform ausgedriickt v _Edt_(y yzy=9*VWyryyae22 z ky 2z

wobei der Einheitsvektor k2 konstant bleibt (GréR3e und Richtung &ndern sich nicht mit ky) .

Zeit), daher =0

Der Einheitsvektor i2 dreht sich in der Ebene x, y um den Ursprung, daher ist die Geschwindigkeit dz
D- egeben
2, 98¢ >

Einy = e, 4 y Wo
dt ° dt  dt
P2 D ichyich g L -
at :XTdtﬁy ghyien 5, 3, ¥ stellt den Quervektor senkrecht zum Einheitsvektor i2 dar.
by Dy dz oS oo
Somit ist die Geschwindigkeit'? ~ o itz y J_ 22ar—k  ICY=Y+yRy  Yipyz Kk
Wo y dtd = iv yeprasentiert die radiale Komponente der Geschwindigkeit.

vy y =2 jv reprasentiert die transversale Komponente der Geschwindigkeit

zyy = kv stellt die z-Komponente der Geschwindigkeit dar

T . ae e
in Matrixform: die Transponierungsgeschwindigkeitin CS2 v2 = [y yy Z]
; COS Stindg 0 gy y § yy cos y Yy  sindey y
in CS1 vEve ) Ly y o cos 0 Y Ty smey + Yy cos
.0 0 1. .z . . z -
y yy oy oy y
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2.4.3 Die Beschleunigung

dd/

in Vektorform ay, 3— —(y ikyegey=222dt ) —(yichy+yy vz k)

dt dt

Lyap sy gy Ipv2yy vrv2yy vmbr K

e SVFY2 Oy YV VFV2Y OV YFV2yy Vyv2y v YpVz k,
D
WO: i:x..- 9= o %
dt Yz 2 2

Dadurch wird Beschleunigung erreicht =yypya2 gy Yry¥2yy gp §y Y eptV2 Kk

A - . PP 2 . . P T \7 k
we (Y YY )ity EHR 24y 23Y

. .. 2
Wwo W-en IV ;

stellt die Radialbeschleunigung dar
(Yy¥Y = *yyy) =en, _ _
stellt die Querbeschleunigung dar

yzy = ein
2 stellt die Beschleunigung in Richtung der z-Achse dar

in Matrixform:

Bei

wez Y VY yyv zyy =

, COS Singe 0 yy y e 2y
eifi Ca 212A = jsmyy cos 0 yy + Zyy
y 0 0 1yy z i

In dieser Prasentation haben wir den Winkel ¥ mit der Winkelvektorkoordinate, also der
Winkelgeschwindigkeit und y oy kg ¥ k1 %

derWinkereschIeunigung,veranpﬁ :“V' ke ¥ kly

2.4.4 Sonderfalle

a) z=0 y —const. , (¥

Das Teilchen (der Punkt A) ist nur auf die Ebene x,y beschrankt und
bewegt sich so, dass die Flugbahn des
Punkt A ist ein Kreis in der Ebene x,y.

Die im vorherigen Absatz in allgemeinen Koordinaten ausgedriickte
Geschwindigkeit g Beschleunigung betragt:
A i:y+yv232y yyry22 k

x
LG9y T 2 @39y Yy 0f TE2K, .

A o
Also fir unseren speziellen Fall in CS2: Vo VY J2

in CS1: vf‘ gy 'Sundey Icpyg;-y cosy g,
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A 2 .
und Beschleunigung in CS2: wer 7YY lch Ry g2
A . 2

Wo ’ stellt die Normalbeschleunigung dar, die immer auf die ausgerichtet ist

Kriimmungsmittelpunkt der Flugbahn

A o
oy DYV 2 stellt die Tangentialkomponente einer Beschleunigung dar
A ‘ ‘ ‘ 2
incsy: w0 (VY 25 Y ¥V surdfe +y@y oSy - ¥  sunile)j1
Wo Yy  cosy = aist die x-Komponente der Normalbeschleunigung in CS1

Yy sney = Ax st die x-Komponente der Tangentialbeschleunigung in CS1

yy cosy = . yj istdie y-Komponente der Tangentialbeschleunigung in CS1

2
"Yy sy = ajgt die y-Komponente der Normalbeschleunigung in CS1

b) z=0 y(D. y(D
Das Teilchen (der Punkt) bewegt sich in der Ebene x,y und die Beschreibung des Problems verwendet

Polarkoordinaten (,V).

2.5 TEILCHENFLUGBAHN

Die Bewegung konnte hinsichtlich der Flugbahn wie folgt klassifiziert werden:

2.5.1 Geradlinige Bewegung

Die Position eines Punktes wird als Funktion der krummlinigen Koordinaten s beschrieben : r = r(s)
DR .

Wo —=y y21
ds Und

Die notwendige Bedingung fir eine geradlinige Bewegung ist

gegeben als: ¥ = const.

Die Geschwindigkeit wird angegeben .’

alsrd D ds Dr ds

V=y=yys— —
dt dt ds ds dt

. Dv D
und Beschleunigung: a ==— — y 78) y S
(dt. dt
Wemn sy = const . daher 0 ysy = ...gleichmaRige geradlinige Bewegung
Sy y const. daher oysyy ... beschleunigte geradlinige Bewegung

far ysy = const-dann gleichmafig beschleunigte geradlinige Bewegung

far ysy ¥ const dann ungleichméRig beschleunigte geradlinige Bewegung

19

Dr.-Ing. Zdenka Sant
10/2009



Machine Translated by Google

2.5.2 Krummlinige Bewegung

Im Falle einer krummlinigen Bewegung ist r = r(s) und s = s(t) und die
Geschwindigkeit wird ausgedruckt als:
DR Dr ds Dr ds
voEsgEysyie — — —
dt dt ds ds dt
Wo G2 1 . I
y sowie V¥ const. da der Einheitsvektor

andert seine Richtung

Die Beschleunigung betragt:

de
A==— —  2yFy+yy8yns = —=48a
(dt. dt y y N
Fir den Fall, dass:
A) Sy = const . Dann 0ysy =
1
daher a=ns¥a . und der Punkt bewegt sich gleichmé&Rig entlang der kreisférmigen Flugbahn
y

Geschwindigkeit . b) sy y const  D@NN 0 ysy  und die Bewegung ist ungleichmaRig beschleunigt oder
02

o ‘ s
ysy = const. Wo a=ys +n Bewegung wird gleichmé&Rig beschleunigt
y

2.6 HARMONISCHE BEWEGUNG

Die Bewegung eines Punktes (Teilchens), die durch die Gleichung x A y + sin{ beschridben y)

Wo A wird, représentiert die Amplitude (max. Abweichung von der neutralen Position)
y [m] reprasentiert die Kreisfrequenz [s-1]
y reprasentiert die Phasenverschiebung
X [rad] représentiert die momentane Entfernung des Teilchens
wird als harmonische Bewegung bezeichnet
dx
Die Geschwindigkeit wird in diesem Fall wie folgt angegeben: v VE A y Wei|(§7 yr y ) und
Dv
Die Beschleunigung ergibt sich aus: A ::YYE Ay ? sinded YTy )

Fur die Anfangsbedingung: t = 0, x = X0, v = v0, a = a0 sind die kinematischen Grof3en:

, . o,
x0=Asin y . vVO=A ¥ COSy N y=A y Stndey,
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Die grafische Interpretation der harmonischen Bewegung kann als Gleichrichtung aller dargestellt werden
kinematische Grof3en in der Zeit

e Entfernung x [m]

it v [m/s]

= == = sofortige Beschleunigung [m/s"2]

Zeit
yT=2y
Wobei T den Zeitraum darstelt T = — [s] also Frequenz F = H}lz]
y
Die Amplitude der Bewegung kann durch x0 = Asin ausgedriickt werdeny ynd vO = A ¥ COSy
2 . ,
_ 2 \" 0 Lo sunde} XOy
A=Xx 0 _2 Und brauneny/ ) R
y cosy Vo
Somit kdnnen die kinematischen GroRen als Funktion des rotierenden Vektors rx, rv, ra ausgedriickt werden
Wo IrX| = A;
Irv| = AY;
2
Iral = Ay
e " ﬂz = 0
-
i
=
tfs]
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2.6.1 Zusammensetzung harmonischer Bewegungen in gleicher Richtung
a)Wennyl=y2= - =yn=ydann

_ . _ _—
X ﬁ_ 1 SiindeY t+ v ]_) eﬁ g+ 1)

Xf‘: ZSUHUE(yt-‘-? 2) eé (§y+ 5)

- o _ (§y+ )
XA~ ysimeed THF n) €A

Die resultierende Bewegung ist wiederum eine harmonische Bewegung, beschrieben als:

N N N N
Ny ey = o .. ¥ Rty ) = O B V3] = ab i v
X y y S L y Aje 93 y Aee’f 3 e/i§1also J
=1 =1 J=1 =1

xAe, ¢

Wenn wir t = 0 ersetzen, erhalten

wirsxAe Vv

Von dort erhalten wir die endgltige Amplitude und Phasenverschiebung

N N

= . 2 + o 2
EinV (y CQQ) (y SiH )J Einj Y
J=1 J=1
N
y A‘J sundeyy
— =1
Und Vv "
y AJ cosy |
3=1
b) Wennylyy2y ... yyn dann wird jede Bewegung durch eine eigene Gleichung beschrieben

w¥ 1Rty 1)

XAt 18UV E)  An

= o {7 — w2
XZA\ ZSUnde(y2y+'§/2) A?tyz v 2)

— . . I Wy )
XAT wsinged v Y TF w)  Agt Y

und die endgliltige Bewegung wird durch die Gleichung beschrieben:
N N

N
T TR iy 4+ )
= = ) ” + = 12
X y y Einj Sunde¢/ jjt v ) e% !
3=1 3=1 j=1

Die aus harmonischen Bewegungen mit unterschiedlichen Winkelfrequenzen zusammengesetzte Endbewegung ist keine

harmonische Bewegung, da die resultierende Amplitude nicht konstant ist.

2y 2y . - . Ny
"™ Und y ,=-"2 und gleichzeitig das Verhaltnis Z1=_"1 istein rationales

T T Vv, N

Fur den Fall, dass y | =

V1
Die resultierende Bewegung wird als periodische Bewegung bezeichnet.
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2.6.2 Zusammensetzung zweier senkrechter harmonischer Bewegungen

Die Bewegung zweier Teilchen, die sich in zwei senkrechten Richtungen bewegen, wird durch Gleichungen

definiert:
. — (8 1ty )
XK Sundel t+5 1) eA Und

_ . i 5o
yA 2sied AtF ) €A ()

Diese Gleichungen definieren Kurven, die als Lissajous-Bild bekannt sind.
Die Ldsung ist recht anspruchsvoll und sprengt unseren Rahmen.
Die relativ einfachen Losungen existieren fir Sonderfélle, wenn y1 = y2 und die Annahme Al = A2

was zur Ellipsengleichung auf konjugierten Achsen fihrt.

2.7 BEWEGUNG EINES TEILCHENSATZES

Eine Menge von Partikeln kann entweder eine verbundene Menge oder
Partikel oder eine Anzahl von zwei oder mehr nicht verbundenen Partikeln sein,
Datum die sich im selben Bezugssystem bewegen.

! Daher muss die Beziehung zwischen Partikeln berticksichtigt
werden. Nehmen wir den Fall der Teilchen A und B wie im Diagramm

dargestellt: Beide Teilchen

sind Uber ein nicht dehnbares Kabel verbunden

Uber die Riemenscheiben getragen. Dies fihrt zu einer undurchdringlichen
Bedingung zwischen ihnen:

Ishhs =+ +y 2( 5 )

Die zusatzliche Lange des Seils zwischen dem oberen Bezugspunkt
e m(@__.é A und der Decke sowie der Teil des Seils, der die Rollen umschlief3t,
bleiben wahrend der Bewegung konstant und spielen daher fur die

|
kinematische Beschreibung keine Rolle.
Datum $—54 —

Die Untersuchung der Mobilitat der Teilchenmenge wiirde die Anzahl der unabhéngigen Teilchen bestimmen
Koordinaten, die in unserem Fall i =1 sind

Der Weg eines Teilchens A ist nicht identisch mit dem Weg des Teilchens B und die Beziehung zwischen
ihnen muss anhand der beteiligten Gelenke beschrieben werden. Abgesehen von der Bedingung, dass keine
Durchdringung vorliegt, muss daher die Stiitze bei A sowie die Stiitzen fiir die Riemenscheiben und den Kérper B
beriicksichtigt werden.

Mit der Grundbedingung der indehnbaren Lange kdnnen wir die Beziehung auswerten
zwischen den Geschwindigkeiten der Teilchen A und B als zeitliche Ableitung des I. Daher

02=fyw 4

Dann kénnen wir daraus schlief3en, dass sich das Teilchen A in positiver Richtung (vom Bezugspunkt weg) bewegt
v
A

in Richtung sA) bewegt sich das Teilchen B mit Geschwindigkeit nach oben Vg 5
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3 FESTKORPERBEWEGUNG

Wie bereits erwahnt, ist der in der Kinematik verwendete Modellkérper wiederum nicht verformbar, daher folgt der

Abstand zwischen zwei Punkten A, B auf einem Festkorper der mathematisch ausgedriickten Regel: AB = const .

3.1 TRANSLATIONSBEWEGUNG EINES FESTKORPERS

Es wird die Position und

e Flugbahn zweier Punkte A, B

untersucht.

Wenn zwei bewegliche
Punkte ihre zeichnen
Flugbahnen in zwei
paralleler Ebenen, daher sind
ihre Flugbahnen parallele
Kurven. Die Positionsanderung
von Punkt A nach A'und B
nach B' wird durch parallele
Vektoren p beschrieben. Die

Vorschubbewegung ist

geradlinig

(durchgezogene Linie) wenn Vektor p ist

eine gerade Linie und krummlinig, wenn es sich um eine Kurve handelt (gepunktete Linie).

Die Positionsanderung des Punktes A betrégtr = rA + p

r=rB+
des Punktes B B P

Daher

ryr=ryr . oder neu ryr=ryr
A AB B BABA

angeordnet Indem wir die Vektoren rB und rB' in Bezug auf den Referenzpunkt A/A" ausdriicken, kdnnen wir die vorherige

Aussage Uber parallele Vektoren rBA = rB'A’ = const beweisen.

3.1.1 Untersuchung kinematischer Grof3en

Position

Punkt A ist der Referenzpunkt, der dem Korper zugeordnet ist
mit bewegtem CS2 (x2, y2, z2). Die Position eines Punktes B wird angegeben als

s B

Und r B/ BA cos §; BAcosy +z BAcosy
2 Vit+d, Yoo 2 y

1 3
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somit ist die Position des Punktes B in CS1

B A BA o BA o + BA o
XTX+X 5, COSY 143, cos Y ,+2Z, COS)’3

B A BA . BA G g BAL L
YyEYy+X1 2 0 Y1+, COSY,+2Zp wely,

- , BA y BA ’
BAz=z+xcgsl y,4+J, cos y,+Z, cosy,

oder in Matrixform rZr+Cyr A

Die Transformationsmatrix C21 enthalt die Kosinuswerte aller Winkel zwischen den Achsen des Koordinatensystems.

Da alle Vektoren parallele Vektoren bleiben, sind die Winkel zwischen bestimmten Achsen konstant. daher
C 5 konst

Geschwindigkeit

In Vektorform wird die Geschwindigkeit von Punkt B wie folgt angegeben:

DR' _ D
vi1 - :—(rf +rf<\/vv=+=f fA f seit dem rl BA = konst.
dt dt
. . B _ _ i BA
In Matrixform:  swii = FCBLW:y,,,

und C21 = 0 seit C zkonst

Somit ist die endgliltige Matrixform:

Beschleunigung

In Vektorform wird die Beschleunigung des Punktes B wie folgt angegeben:
B

dvV; _ D _ _ . BA
ak L=—w)wa? = =14 seit v1 =0
dt dt
In Matrixform: atyry2, .o ==" °

3.2 ROTATION EINES FESTKORPERS UM EINE FESTE ACHSE

Wenn zwei Punkte eines bewegten Festkdrpers stationér sind, dann
V\glozz 02
Dann dreht sich der Festkdrper um eine Achse, die durch diese Punkte O1 und O2 verlauft.

Die Positionsvektoren beschreiben ihre Position in CS1 durch

rO1 = konst., rO2 = konst.
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Jeder Punkt auf der durch die Punkte O1 und O2 angegebenen Linie

kann beschrieben werden als :j
r=r+r _y
03 0100 12 )

und die Geschwindigkeit des Punktes O3 wird durch die erste Ableitung \ O}

seiner Position erhalten, also f
B o ro: ~. Og
o 5v (<29 S
oz W
Fazit: Es gibt unendlich viele Punkte, die darauf liegen : Vi

die durch die Punkte O1 und O2 angegebene Linie, die eine Geschwindigkeit 1
von Null haben. X4 ros ‘\*‘(-)3

Die Orte aller Punkte, die eine Geschwindigkeit von Null haben, sind

wird als Rotationsachse bezeichnet.

2l

Die Bahn eines Punktes A, der in der um die Achse z rotierenden Ebene
(x,z) liegt , ist ein Kreis mit dem Radius ¥, der der Projektion des Ortsvektors rA

in die x,y- Ebene entspricht.

Die momentane Position eines Punktes A héngt vom Zeitpunkt ab

Yi

Drehwinkel y = y(t) Weiter weisen

wir dieser Winkelkoordinate eine Vektorgrof3e zu, die der Rechte-Hand-Regel

XL

folgt.

Die Winkelgeschwindigkeit, die die Anderungsrate der Winkelkoordinate beschreibt, wird ausgedriickt als

Yy
der Durchschnittswert der Winkelgeschwindigkeit: ¥ ... y
:
o9y B oy o
Die momentane Winkelgeschwindigkeit wird wie folgt angegeben: y;,T ¥ )dt alsoy= y —eyy
T

Auf die gleiche Weise kdénnen wir die Winkelbeschleunigung ausdriicken.
_ V.,

yT

Die durchschnittliche Beschleunigung wird angegeben als: Und

i
behaugten

D

Vyy __

VT

dt

lim
yyto

Sofortige Beschleunigung ist

alsoy=yy=e yy
Wenn sich der Festkdrper um eine feste Achse dreht,

haben alle Punkte des Korpers die gleiche Winkelgeschwindigkeit
und Beschleunigung.

3.2.1 Ermitteln der Geschwindigkeit
eines beliebigen Punktes

Der Punkt B ist am rotierenden Festkorper befestigt

Dann ist die Position eines Punktes B in CS2 gegeben als

R2 22 P2 K22

Xl
B
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oder in Bezug auf den Punkt O', um den sich der Punkt B mit Radius dreht

B o
r=r+y

Punkt B bewegt sich auf der Kreisbahn in der Zeit yt y0 a Abstand =d
dr=d yy Y yrB ysin ¥
in Vektorform: dr=d y xyg=d v XV
da die Vektoren r und y in derselben Ebene liegen und zusammen mit dem Vektor y die Ebene bilden, zu der das

Pfadinkrement dr orthogonal (senkrecht) ist.

Somit ist die Geschwindigkeit des Punktes

_Dx By o
v B - X rB = X=X :yy r y y B
dt dt dt
das Modul der Geschwindigkeit: ‘v B| =9y §rB ysin y = y . y
oder im Vektor von:
jk
VYBI' =X = B y X y ; y 2 =ich€7 rrzyyz ¥ )(+Jy szx y R)+k 6/ yx';(/ y )

z

bann — veEivE vt kv, mit Modul ‘V E‘V +W

Die Ausrichtung der linearen Geschwindigkeit wird durch die Rechte-Hand-Regel vorgegeben: Fasst man die
Rotationsachse mit der rechten Hand so, dass der Daumen in Richtung der Winkelgeschwindigkeit zeigt, zeigen die Finger

die Geschwindigkeitsrichtung des jeweiligen Punktes eines Korpers an .

Wenn die Position des Punktes B in Matrixform ausgedriickt wird

BCey B
- cyr 21 2
dann ist die Geschwindigkeit also die erste Ableitung der Position
D
By 3 = — (C'EZECB'V): 221 v 221 °
dt

Da der Punkt B an CS2 befestigt ist und sich mit diesem dreht
r E2 const. und seine erste Ableitung ist gleich Null.

. - . . B B
Die Geschwindigkeit des Punktes B wird angegeben als v=[=Cr=ygyr B 221 1 212

Die erste Ableitung der Transformationsmatrix o= 1GE = g )

d schiussendiich SyCyr=Cy "
una schiussenalici Vv T y y rl— ¥212 21 22"

3.2.2 Ermitteln der Beschleunigung eines beliebigen Punktes B

D

In Vektorform: azgy =9 xr=grr g B) . .
(dt
D
und gleichzeitig )a= yﬁﬁ =yxXy+yxv B
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Da sich der Punkt B auf der Kreisbahn bewegt, hat die Beschleunigung zwei Komponenten

Tangentiale Komponente

jk
Al yyrx- N N C R TE T S PP I A
g . 2
und normale Beschleunigung
jk
ey v x = B P YV, Y. =|ch6/ w zy y¥ Y(+jY M VOV )+k(/y>\(,xy y v)
e 2

lhre Module sind:

azheaf®l © 00T ()

No|=¥Bsing W

2

N N, 2 N, 2 N, 2 N . L2 . Vg
P N N I R
g
. . B = s = B B .. ' B B
In Matrixform: an1 - 2 Cr-@1y Cyry 21 V%% 2
(i B - B . B ’ B
was dazu flhrt afv=rZcyr s s
dann ist die zweite Ableitung der Transformationsmatrix:
Ca1= 16t 1%1
. : . 2
Cxn= K+1 1 ci12T 1©t 15
. — 2
CA%F21 15
Somit betragt die Beschleunigung des Punktes B
B 2 B 2 B 2 B
ar(AC+L)r=A+H)Cnz(A+) 1 1 221 1 101
wobei die erste Komponente die Tangentialbeschleunigung darstellt
y 0 y, v ¥
]
B’ B . B Wo A = g 0 g
al=A1Cr221=Arll=Aly z X
gy, Y 0y
und die zweite Komponente stellt die Normalbeschleunigung dar
BN 2 _B 2 B B
al= 1 G 1 'tV 1
Der Bewegungsverlauf wird durch die Tangentialbeschleunigung erfasst v Ty g
Wo y = —_D,
dt
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Es kann zwei Situationen geben:

A) ¥ =konst.y vy =0

v
Daher A” 0= Und A"~y v °=—
’

Diese Eigenschaften stellen eine gleichméaRige Bewegung des Teilchens auf dem Kreis dar
Die auftretende Beschleunigung ist die Normalbeschleunigung.

B) Yy konst. y y yo

In diesem Fall kann die Winkelbeschleunigung y sein:

¥ =konst. daher v, =¥ -y =konst . (ynter der Annahme ¥ = const.)

ich) ¥

Diese Eigenschaften reprasentieren eine gleichmafig beschleunigte Bewegung auf der Kreisbahn

— gleichmaRig beschleunigte Rotation.

i) ¥y konst. daher vy y ¥ 'y ykonst

Diese Eigenschaften stellen eine ungleichmaRig beschleunigte Bewegung auf dem Kreis dar,
ungleichmagig beschleunigte Rotation.

In beiden Fallen erfolgt die normale Beschleunigung. A ey Y

3.2.3 Konsequenzen der Festkdrperkinematik (die geometrische Abhangigkeit)

Um die grafische Losung fiir kinematische GréRRen bereitzustellen, missen wir Geschwindigkeit und Beschleunigung
in grafischer Form aufzeichnen. Zu diesem Zweck missen die Langen- und Geschwindigkeitsskalen angegeben werden,

wahrend die restlichen Skalen berechnet werden.

B
Wo ly stellt die Lange von dar

der Radiusvektor y
| =diso y - 8|

y

und Geschwindigkeit v = syl

Daher ist der Winkel yv gegeben als
I vs
— — ¥ 'k

| S Y
y y

N v ==g=
bréunen

\

Wo kv ist eine Geschwindigkeitsskalenkonstante.

Da alle Punkte auf dem Korper die gleiche Winkelgeschwindigkeit ¥ haben, kénnen wir daraus schlielRen — Satz
zu Geschwindigkeiten:
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Beschleunigung — die grafische Lésung

Es missen eine Tangential- und eine Normalkomponente der Beschleunigung aufgezeichnet werden

Die Normalkomponente der Beschleunigung:
2
A" 2sg Y ——  somit folgt aus Euklids Gesetz tiber die Hohe im Dreieck
y

die grafische Konstruktion der Normalbeschleunigung.
Der BeschleunigungsmaRstab muss berechnet werden!!
_ st N s,

daher A = = g Wo | == Und s =

el - |
y y

Die Tangentialkomponente der Beschleunigung: s~ Y 'V

Die Richtung der Tangentialkomponente
entspricht der Richtung der Geschwindigkeit,
daher ist eine weitere Analogie zur

Geschwindigkeit offensichtlich.

I als
) A y
bréunen Y A — —t a—ls y k

y
wo ka ist eine Tangentiale
Beschleunigungsskalenkonstante.

Da alle Punkte auf dem Korper die

gleiche Winkelbeschleunigung y haben,
kénnen wir daraus schlieRen:

Satz zur Tangentialbeschleunigung:

aaa=+ "
Die Gesamtbeschleunigung ergibt sich aus der Summe ihrer Komponenten -
y

Ay Y

N .2 .2 k,
A y y y

bréunen Y/

wobei ka die Skalenkonstante der Gesamtbeschleunigung darstellt.

Da ¥ und V fir alle Punkte des Korpers konstant sind. schlie@en wir: Die

Gesamtbeschleunigung des Punktes auf dem rotierenden Festkorper bildet einen Winkel y gegeniber seiner Normalen

auf die Flugbahn, die fur alle Punkte des Kdrpers konstant bleibt.

- A

Und schlie3lich kénnen wir basierend auf dem Hintergrund abschlieRen: brawneny

zusammen mit den fiir alle Punkte des Kérpers gleichen winkelkinematischen GroRen y, V:
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3.3 UNIVERSELLE PLANARE BEWEGUNG

Wenn sich alle Punkte eines Kérpers in Ebenen parallel zur festen (stationéren) Grundebene bewegen, spricht
man von einer ebenen Bewegung des Kdrpers.
Wenn die Trajektorien aller Punkte, die auf der Linie senkrecht zu dieser Ebene liegen, ebene Kurven sind

dann ist die Bewegung eine universelle ebene Bewegung.

Die Ausgangsposition des
Koérpers wird durch die Punkte A,
B beschrieben. Ein Positionsvektor
fur Punkt B unter Verwendung
eines Referenzpunkts A als

beschreibt Ausgangsposition
Position eines Korpers:
BAr=r%r
Wahrend des Zeitintervalls

t andert sich ihre Position zu

einem neuen Standort A1 und B1
alsor=rmr ALAB,

| W Wie auf dem Diagramm zu sehen

BAAB 11
ryraber

X 12 | |

welche

bedeutet, dass der Vektor seine Ausrichtung &ndert, nicht jedoch seine GroRe.
Daher kénnen wir uns die universelle ebene Bewegung als eine Folge von Translationsbewegungen vorstellen
gefolgt von einer Rotation, die kurz ausgedriickt werden koénnte als: GPM = TM + RM. Hinweis: Beide

Bewegungen finden gleichzeitig statt und dieser Ansatz ist nur imaginar.

3.3.1 Die Position

des Punktes B kann in Vektor- oder Matrixform ausgedriickt werden:
re&r+rh BA
" 1
unter Verwendung der Transformationsmatrix C21:
B ing Y BA
r-r+ (,}V " 2
das fuihrt zu zwei Gleichungen in Vektorform:

X f—L X + X‘FZ BA cos ¥ yy ;A Sundeyy

B Eine. BA . BA .
yTytx, p Sy +J , COSY

oder in Matrixform:

B A . BA
N PX[0 VX[ vcos Stngle 0+ X7
s B = A v N/ \/ BA
= + inde i
Z O Ja J1 ys"yycos 0 j,
- B A BA
v 24y v 21y ;0 0 1, z,,
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3.3.2 Die Geschwindigkeit

eines Punktes B kann ausgedriickt werden:

) D
) B A4 BA A BA
in Vektorform: V= r—+f rt ) vivldt

B

daher v —lv + yx f BA

1 1

i i . B —4+A4+ BA © o BA
oder in Matrixform: w =+ % ovkor ,,

B_ [ — BA e BA
vl_V+,Cr_1\52Tr \ 11

Es gibt eine Drehung des Punktes B in Bezug auf den Punkt A, daher sagen wir, dass es a gibt
Relativbewegung des Punktes B um den Punkt A.

Daher v B r BA
1 1
wobei ¥ die Winkelgeschwindigkeit einer Relativbewegung in Bezug auf den Punkt A darstellt.
v BA VCA
y === —— const.

Die relative Winkelgeschwindigkeit ist fur alle Punkte des Korpers konstant, also: B CA

Dann kdnnen wir die Komponenten der Geschwindigkeit erhalten:

gvey  yvAY o yp gy 0gyXxBAy
v B = vA 4 § 00 i BA

] ]
.0 ;0 0000 .
vy, v ¥, vy ¥,

Grafische Lésung:

Die Geschwindigkeit eines Punktes A ist bekannt, daher missen wir die Geschwindigkeit am Punkt B anhand der

. . . BA
Vektorgleichung ermitteln: Vv J—fV +yx f 1
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3.3.3 Der Bewegungspol
wn § 7 dflnn gibt es nur einen Punkt auf dem Korper, der im Moment die Geschwindigkeit Null hat und
gehdrt zum sich bewegenden Korper (oder der an dem sich bewegenden Kérper befestigten Ebene). Dieser Punkt

wird als momentanes Rotationszentrum oder Bewegungspol bezeichnet .

Y2 Die Position eines Pols P ist gegeben als:
r=r+4 PA
1 1 1
in Matrixform: e EF AL PA L= o1 PA

Dann ist die Geschwindigkeit des Pols: lez vi+ Vf i

da die lineare Geschwindigkeit an diesem Ort also Null ist

_ . . Eine PA PA
ener T Y .T,Y VWV

Fur einen beliebigen Referenzpunkt wirden wir &hnliches erhalten
Antwort:

B .PB . PB
O=vl+vliyvliy=vl

Die Position des Pols eines sich bewegenden Korpers ermitteln

- X
0
z ! GPM missen wir die Geschwindigkeitsgleichung mit der
Winkelgeschwindigkeit multiplizieren
Daher 0=yxv+yxyxrl )

; . — . A PA PA . o
Die Gleichung in eine Form umwandeln O=yxvi+yyyyryyrl ) ygw )]
beim Gleichsetzen gri A =0 Und yw= v’
wir bekommen o = yx v+ Y“ ( y ZRfA)
von wo aus wir den Polpositionsvektor gleichsetzen

yow H y
A 1 Jlf 1
PA = yv ¥y —— x Vi = 1 . = 1 . A . A
1 g 2 g 2 g 2 00 y yzl[h( yvy)+Jl(ny])
A A
e om0y
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Grafische Losung:

Basierend PA A
auf vl y=v1 und
PB B
vliy=vl

A .
Die Geschwindigkeity St bekannt und

Geschwindigkeit am Punkt B ist

B A BA
vi=vl+vl

Wenn wir also die Geschwindigkeit kennen,

kennen wir die Richtung einer Normalen zu

die Flugbahn.

Der Bewegungspol liegt am

Schnittpunkt der Normalen nA und nB.

Ermitteln der Geschwindigkeit anhand des Pols

Y2

ry

Oy

‘i

Somit ergibt sich die Endgeschwindigkeit

Position eines Punktes B

oder

Dann ist die Geschwindigkeit:

Da die Geschwindigkeit des Pols Null ist, erhalten wir

in Matrixform

yEw
V B
\

y

0y V:

B ,
vixy= Y

Ve olsF CF O BT =0 J(FF 40 Y =

\

v
Dann ist die Winkelgeschwindigkeit RBP

1

Aus diesem Ergebnis folgt die Interpretation fur die grafische Losung:

B
; Vi sl )
y == P —wwk— =, bawenY
SI| BP

R
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also geben

tany=,

das wirde dazu fuhren

r P r

111

B P
rl_ r +1C r 221

B_ P,
V=V +1C r 1221

BP

BP

Sigde 0, , x™

B_ BP
Vl_ Cr 1221
,0 v yPcosy
'y yoo sih ¥ cosy
g 000 §1y 0 0
B
leP Und e

—y

v

BP

142 BP ¥
0"

1573703"2
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Abschluss:
;
3.3.4 Analytische Ermittlung der
2 Beschleunigung

Den Ortsvektor und die Geschwindigkeit vl haben
B . . B
r1 wir bereits gefunden

r8r+rh BA
1 1

B A BA
vli=vl+vl

BA . .
wobei die Geschwindigkeit vl stellt die relative Bewegung

P des Punktes B um den Punkt A dar, die ausgedriickt werden
kann als
P
L5 v B BA
11 in Vektorform bzw
BA — BA BA
» x VICr=rim 1 in Matrixform.
z : o
Da wir das bewiesen haben a=yry=vy
. .. . . . . B A BA

Wir kénnen die Beschleunigungsgleichung ableiten al=al+al

Wobei die Beschleunigung der relativen Bewegung eines Punktes B um Punkt A zwei Komponenten hat, da die relative

Bewegung die Drehung mit einem festen Punkt bei A ist.

a EAS/ XTI+ X% BA BA . . . . . .
Daher 1 yvi in Vektorform. Die Beschleunigung in der Matrixform ist a
Ergebnis der Ableitung:
r8r+r&r+yr A BA
1 1 1 1 21 2
B . . BA
vove y¢ yro, 21 2
_B A ' ) - - BA X7 BA
_?y 1 1 CE?aH%W 1 C512 1 CEX 2
BA _
im Falle eines Festkorpers 2 da sich der Abstand zwischen den Punkten A und B also nicht &ndert
P . . P . BA
B%\a—af+AyCiyr-ElyyC232yr 1 1 21
B . 2 BA
a=a 'F (A + )y r, 1
¥y 0 y , y J v
A=y 0 y . . . .
Wo 1 z x stellt die halbsymmetrische Winkelmatrix dar
;Y y 0,

Beschleunigung
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Grafisch

Um die Beschleunigung zu ermitteln, verwenden wir die Leitgleichung

B A BA
al=al+al

Die Beschleunigung eines Punktes A ist
gegeben und die Beschleunigung der
Relativbewegung von Punkt B wird durch zwei
Komponenten (tangential und normal) in den
jeweiligen Richtungen zur Bahn des Punktes B
beschrieben.

Die Normalkomponente des wird aus dem
Beschleunigung a®” Bekannten ermittelt
Geschwindigkeit SA (grafisch mittels
Euklidisches Dreieck).

Somit ist im Moment der Winkel y zwischen der

Endbeschleunigung der Relativbewegung und der
Normalen auf die

Der Weg der Relativbewegung ist gegeben durch

ABA
=== —_— const .

bréunen \7
y
ABA g 2
N

Abschluss:

Die Endbeschleunigung der Relativbewegung um Punkt A bildet eine Winkelnormalkomponente y mit dem

der Beschleunigung, die fir alle Punkte des Kdrpers, die sich mit Relativbewegung bewegen, konstant ist.

Auf &hnliche Weise kdnnen wir die Tangentialkomponente der Beschleunigung und des Endeffekts beobachten

Beschleunigung. Somit ist dieser Winkel gegeben durch:

braunen {/

Da y und y im gegebenen Zeitintervall fiir alle Punkte des starren Korpers konstant sind, gilt auch
der tany a=konst.

Abschluss:

Die Endpunkte der Tangentialkomponenten der Beschleunigung fur alle Punkte des Kdrpers
werden vom Rotationszentrum aus unter demselben \WiHRAYgesdHek.
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3.3.5 Das momentane Zentrum der Beschleunigung — der Pol der Beschleunigung

Ebenso wie fiir den Pol der Geschwindigkeit P gibt es einen Pol der Beschleunigung Q, den Punkt, der im

Vo Moment keine Beschleunigung hat.

Die Beschleunigung fir diesen Pol Q ist gegeben durch:
a¥ave+alll
Qfa:a+iy‘xr+yxy><f ( )
Multiplikation mit ¥ von links
QAO[=yxa+yxgxr+yx)yxyxr ( )

wir erhalten
2

0=yxaxy (v "y (v Wyx )
) und Ersetzen des Ausdrucks

A 2

yxeyZayy TV rfymar VR
wir finden Die

Z Positionsvektor des Pols der Beschleunigung

. x4+ o 2, A
r o = yelA y A1
1 .2 .4
y oty

Vergleichen Sie diesen Ausdruck mit dem Ausdruck fiir den Geschwindigkeitspol

pa _ JVX
I L2
y

1

zeigt, dass diese beiden Ausdriicke unterschiedlich sind, also sind die beiden Pole unterschiedlich und wir kénnen
daraus schlie3en:

Der Pol der Beschleunigung ist nicht identisch mit dem Pol der Geschwindigkeit

wn g Oy und vy ddnn gibt es einen Punkt auf dem
sich bewegende Ebene mit der Beschleunigung aQ:O.

Dieser Punkt liegt am Schnittpunkt von Linien, die mit den Richtungen
der Gesamtbeschleunigung jedes einzelnen Punktes auf der sich

bewegenden Ebene einen Winkel y bilden.
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3.4 ZENTRUM DER FLUGKUMMUNG

A A" Der Korper, der sich mit der universellen ebenen
Bewegung bewegt, wird durch zwei Punkte A und B
und ihre Flugbahnen sA und sB definiert , die die
Punkte in der Ebene zeichnen. Somit kann jederzeit
die Position des Geschwindigkeitspols ermittelt
werden, der im Schnittpunkt zweier Normalen liegt.

Der Korper ist mit dem beweglichen CS2 verbunden
und die Positionen aller momentanen
Geschwindigkeitspole erzeugen eine pH-Kurve — der
Ort aller dieser Positionen wird bewegte Polode genannt
wahrend die Pole, die mit der stationéren festen
Ebene CS1 verbunden sind, eine Kurve mit dem
Symbol pN erzeugen — die feste Polode.

Somit kénnen wir uns die universelle ebene Bewegung als

eine Bewegung vorstellen, die durch das Abrollen der Ortskurve

der Pole pH (verbunden mit der sich bewegenden Ebene) erzeugt wird
der Ort der Pole pN (verbunden mit dem festen Rahmen).
Die Polgeschwindigkeit beschreibt die Anderungsgeschwindigkeit der Polposition.

Es ist moglich, die Anderungsrate des Positionsvektors mithilfe des Referenzpunkts A in Bezug auf den

Der Punkt, an dem sich beide Ortskurven pN und pH

festen Rahmen zu ermitteln gagy <™ A
P _,A JYay
vy T — S
g
P =4 A yayy " 3
Und fiir den Pol, der mit der sich bewegenden Ebene verbunden ist Yy ~ 2
g
Y1 I = Da die abgeleiteten Gleichungen der Polgeschwindigkeiten
Y. I . .
\2 % /,J identisch sind, kénnen wir ein Symbol v zuweisen ihre sind
| 4/ /
\ , o «’f Pol der Geschwindigkeit und schlieBen daraus:
/7
\ / /—tF‘A
A /r ” %o
g

zu diesem Zeitpunkt beriihren, ist der Bewegungspol P

(das momentane Rotationszentrum) und an diesem Punkt

haben die beiden Kurven eine gemeinsame Tangente tp.
Die Polgeschwindigkeit als Anderungsrate der

Polposition liegt auf der Tangente tp.
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Die Aufgabe besteht darin, die
Geschwindigkeit und Beschleunigung des
Punktes zu untersuchen oder die Geschwindigkeit
und Beschleunigung des gesamten Korpers zu
bestimmen. Die Punkte des sich bewegenden
Kdrpers zeichnen Trajektorien, sodass jeder
Punkt des Korpers zu diesem Zeitpunkt durch

seine Normale zur Bewegung und den Radius
davon gekennzeichnet ist

Flugbahn.
Beim Aufbau der Normalkomponente der
Beschleunigung
N 2z s?=a
y
der Krummungsmittelpunkt des

N

Zur Ermittlung des Radius ist eine Flugbahn
erforderliyh

S N Um den Krimmungsmittelpunkt zu finden

Wir kénnen verschiedene Methoden anwenden.

Hier werden nur zwei Methoden vorgestellt: a)

analytisch — Euler-Savary-Gleichung
Der Krimmungsmittelpunkt SA , der dem Punkt A auf

dem sich bewegenden Kdrper zugeordnet ist, der die
Flugbahn sA zeichnet, ist bekannt. So kénnen wir die
Polgeschwindigkeit mithilfe der grafischen Hartman-Methode

ermitteln, um dies zu zeigen

Einv . Vy VA v g Sundey
=y=
VA Sr + S
y - rst+ L 137 -
— =3 singey 1Y F—  — gy TV
\'A rs ysr g

was die Euler-Savary-Gleichung darstellt
Wird in analytischen Losungen verwendet, um den Mittelpunkt zu finden

Krimmung.
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b) Grafische Methode nach Bobillier

P
LEL AB
- P r\t'&:
\\ i
\\
N

Der Winkel zwischen der Normalen eines Punktes und der Kollineationsachse ist derselbe wie der Winkel, der

zwischen der Normalen des anderen Punktes und der Tangente an die Orte der Polpositionen in entgegengesetzte
Richtung gemessen wird.

Es gibt zwei Aufgaben:

1. Die Tangente tp und ein Paar konjugierter Punkte A, SA sind bekannt und der Krimmungsmittelpunkt

der Trajektorie des Punktes C muss identifiziert werden.

2. Die beiden Paare konjugierter Punkte A, SA und B, SB sind bekannt und der Krimmungsmittelpunkt der

Flugbahn des Punktes C muss identifiziert werden.
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3.5 KOMBINIERTE BEWEGUNG

Der Mechanismus besteht aus einer Anzahl von Kérpern, die entweder eine ebene oder rAumliche Bewegung ausfihren, die
als Kombination der Relativbewegung zwischen Korpern und Kérpern beschrieben werden kénnte

Antriebs-/Tragebewegung des Aktuators des Systems relativ zum Bezugssystem.

Analyse der Bewegung jedes Korpers im
Mechanismus:

B1 — Referenzrahmen
B2 —
B3 —
B4 —

Bewegung der daran befestigten Korper
Der Frame wird als Rotation identifiziert

mit dem festen Drehpunkt bei

021 oder 041, also wird die Kérperbewegung
durch Winkelgeschwindigkeit und Beschleunigung,
y bzw. ¥, definiert. Im Falle einer einfachen Bewegung wie Rotation oder Translation kdnnen wir die Trajektorie problemlos
identifizieren und so die kinematischen Gréen problemlos auswerten. Im Falle einer planaren oder raumlichen Bewegung des

Korpers ist die Flugbahn keine einfache Kurve und daher kann es schwierig sein, die kinematischen Gréf3en zu ermitteln.

Deshalb fiihren wir die auf kombinierter Bewegung basierende Strategie ein und implementieren eine imaginare Aufteilung der

komplexen Bewegung in zwei Bewegungen: die Bewegung des Referenzpunkts und die Drehung um den Referenzpunkt.

Wir kénnen es uns vorstellen

Schlussantrag Relativbewegung Fahrbewegung
31 32 21
Dies konnte durch eine symbolische Gleichung erfasst werden 31=32+21

Und kinematische Gré3en konnen fir den identifizierten Punkt B ausgedriickt werden als

Daher B B B
v31 =v32 +v21

B B B B
Aber a3l =a32 + a2l + a,,

Um diese Aussage zu beweisen, missen wir die Geschwindigkeit im Punkt B definieren
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3.5.1 Kinematische GroRen durch kombinierte Bewegung

X3 Die letzte Bewegung eines Punktes B symbolisch:
31=32+21
sowie
31=34+41

y2

&l

. . . A BA BA
Der Ortsvektor eines Punktes B ist: rli r+r=r+ &B;\( +]Y12224 )

3.5.2 Die Geschwindigkeit

eines Punktes B:
v ?_' ry :i"gy +i ’iAiz"'zi yPAbx BA X Py
wo 2 ich =y>§£Ch 2
jfyxin 2
Durch Einsetzen und Umstellen erhalten wir die Gleichung der Endgeschwindigkeit am Punkt B ausgedrickt

. B_ A . BA . BA . . BA
in CS1 Vl_V+1ny12222 x -t )+|2\£E’5] 2%, Wo
. BA _ B
+R +BAFLR 2 J =vg
der Ausdruck \2( 2% ) stellt die Geschwindigkeit dar, die durch das Fahren

. . - . B
Bewegung. Punkt B wiirde sich mit der Fahrgeschwindigkeit v21 bewegearursacht wird, wenn es virtuell mit der Bewegung verbunden ist

Ebene 2 (CS2)

. BA__ B
der Ausdruck R J3yers 72 stellt die relative Geschwindigkeit von Punkt B in Bezug auf dar

den Punkt A. Damit bestétigen wir die vorherige Gleichung
B B B
v31 =v32 +v21

3.5.3 Die Beschleunigung

des Punktes B ist ein Produkt der Geschwindigkeitsableitung
g _ D = BA BA . A B BA BA
= = vBfidh 21 (27 0By romh (2B aRB2 P B

einl

+ BARA242 xx 32\2%A + 3 ZAZiBA

A BA BA. 4 xox2: BA BA o BA
adAyiz; (22 * 39 ) *Tyh2t (22 " dp )ich+¥a * Y]
Daher
_ BA . BA BA
XBAJIR2 | Jypn) i tking2 I8
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Wo der Ausdruck

B B, BA BA

A o . BA A
a=+xay21121 i hX T ooy )odyyi+xx+x2141 Jop )]

stellt die Beschleunigung dar

der Antriebsbewegung im Punkt B
B2yias x(WBA+ BA . o . ; ;
C 21 2%3 ) stellt die Coriolis-Beschleunigung aufgrund der antreibenden Winkelbewegung

und der linearen Geschwindigkeit der Relativbewegung dar

_ BA
1+322% Jeinp2  stellt die Beschleunigung der Relativbewegung am Punkt B dar

B =
432
AbschlieRend kdnnen wir schlussfolgern, dass beim Ausdricken der Endbeschleunigung durch kombinierte Bewegung

(Antrieb und Relativbewegung) von Kdrpern eine Komponente namens Coriolis-Beschleunigung eingefiihrt werden muss.

3.5.4 Coriolis-Beschleunigung

- . . B B
Coriolis-Beschleunigung ausgedriickt in Vektorform: aC=x% vy 3

Und in Matrixform: 2 a& =, gvan ®* =2, ®

Die Coriolisbeschleunigung driickt die Richtungsanderung der Relativgeschwindigkeit aufgrund der rotierenden
Antriebsbewegung und gleichzeitig die AnderungsgréRe der Antriebsgeschwindigkeit aufgrund der Relativbewegung am
Referenzpunkt aus.

Analyse der Gleichung, die die Coriolis-Beschleunigung ausdriickt:

Die Coriolis-Beschleunigung hat einen von Null verschiedenen Wert aC y 0, wenn:

1) ydr y 0 Die Antriebsbewegung liegt in Form einer Rotation, GPM, Kugelbewegung vor
oder GSM
2) vrel ¥ 0 die Relativbewegung zwischen Korpern existiert y 3) ydr

vrel der Winkel zwischen Winkel- und Lineargeschwindigkeit ist ungleich 0 und y

Die Richtung und Ausrichtung der Coriolisbeschleunigung ergibt sich aus der Drehung der Relativgeschwindigkeit in

Richtung der Antriebsbewegung um einen Winkel y/2.

z'/'/
e
A
;’é‘f B
v, 1l

Vel
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3.5.5 Finden des Bewegungspols durch kombinierte Bewegung

Analyse des Systems:
B2 - RM

B3 - GPM

B4 - RM

it Somit drehen sich die Kérper B2 und

B4 um den festen Drehpunkt O21 bzw. O41 . Somit sind die beiden Punkte O21 und O41 die Rotationspole fur B2
bzw. B4.
Somit liegt der Pol von B3 im Schnittpunkt zweier Normalen zur Flugbahn. Die Normale nA wird durch zwei

Punkte gegeben — 021 und A. Der Punkt B zeichnet eine universelle ebene Kurve mit unbekanntem

Krimmungsmittelpunkt.
Unter Anwendung des Prinzips der kombinierten Bewegung kdnnen wir symbolisch fir die Bewegung von B3 schreiben:

31=32+21
wobei 32 den Pol der Relativbewegung von B3 in Bezug auf B2 beschreibt und
21 beschreibt den Pol der Antriebsbewegung von B2 in Bezug auf den Rahmen (B1)
Wenn wir daher Bewegungspole auf B3 anwenden, erhalten wir die Richtung der Normalen, die symbolisch

aufgezeichnet werden kann als: n31 =032 + 021

Die zweite symbolische Gleichung, die die kombinierte Bewegung von B3 aufzeichnet, lautet 31 = 34 + 41

Somit ist die zweite Normale fiir B3: n31 = 034 + 041

Abschluss:
Der Pol von Endbewegung, Relativbewegung und Antriebsbewegung liegt auf einer Linie.
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3.6 SPHARISCHE BEWEGUNG EINES KORPERS

Definition der spharischen Bewegung:
Der Kdrper bewegt sich sphérisch, wenn ein Punkt des Kérpers zu jedem
Zeitpunkt stationar bleibt.

Die Punkte auf dem Kérper haben einen konstanten Abstand vom Mittelpunkt

O, daher sind ihre Bahnen Kugelkurven, Kurven, die auf Kugeln mit gemeinsamem
Mittelpunkt O liegen.

Ein Punkt des Korpers bleibt wahrend der Bewegung zu jedem Zeitpunkt

stationar, daher wird die neue Position des Kérpers durch eine einzige Drehung l;’
um die Achse bestimmt, die durch den stationéren Punkt verlauft.

Diese Achse wird als momentane Rotationsachse bezeichnet
fallt mit dem Vektor der Gesamtwinkelgeschwindigkeit zusammen. Punkte auf der momentanen Rotationsachse haben zu diesem
Zeitpunkt eine lineare Geschwindigkeit von Null.

Also der Kegel mit dem Grundradius r, der auf der Ebene rollt ¥ teilt mit dieser Ebene jeweils
eine einzige Linie, die momentane Drehachse. Diese Linie stellt den Kontaktbereich zwischen der Kegeloberflache

und der Ebene dar, Uber die der Kegel rollt.

Wenn wir die Kegelbewegung auf der Ebene

beobachten, kdnnen wir die Bewegung als Drehung
um die z2-Achse der Kegelsymmetrie (die natirliche

Drehachse) mit der Winkelgeschwindigkeit y und
die Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit
senkrecht zur Ebene, y ¥ um die Achse

die durch das Stationare verlauft, beschreiben

Punkt auf dem Korper (y1-Achse).

Indem wir das zweite Koordinatensystem mit einem sich

bewegenden Korper verknupfen, kénnen wir ihn identifizieren

drei Winkel, sogenannte Euler-Winkel:

y Der Nutationswinkel — beschreibt die Abweichung der nattirlichen Achse eines Kdrpers (z2) von

der (z1) -Achse des festen Koordinatensystems.
y Der Prazessionswinkel beschreibt die Positionsanderung der natirlichen Achse eines Kegels in

Bezug auf CS1

y Der natirliche Rotationswinkel beschreibt die Positionsanderung eines Punktes auf dem Korper in
Bezug auf CS2
Die Gesamtwinkelgeschwindigkeit ist eine Resultierende aus der Nutations-, Préazessions- und natirlichen
Rotationsgeschwindigkeit. Die Richtung der Winkelgeschwindigkeit stimmt mit der momentanen Drehachse (I1A)
Uberein.

Daher: Yy oy
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Die Gesamtwinkelgeschwindigkeit im Rechteck CS1 wird als § = aufgezeichnet Voiiensy j+Y 7k

4

Da die Winkelgeschwindigkeiten mit bestimmten

Drehachsen zusammenfallen, miissen wir sie daher
in CS1 umwandeln

Empfangen der Komponenten der

Gesamtwinkelgeschwindigkeit:

y . =y sund¥sindegy + ¥ cosy

Vo= y' Siinde, Weiiy +y Stindey]
]

vy, =y cos Yir
3]
....—D —D( ) Yy +E Dy
Die Winkelbeschleunigung: yy—— T —\& ¥ y +Ey
dt dt dt dt
Wo
Dey
dt = %7 e ¥ stellt diefRichtungsanderung der Winkelgeschwindigkeit § dar
Die Richtung von V1 st senkrecht zur enthaltenden Ebene y ¥ und e wafirend die Orientierung ist

gegeben durch die Rechte-Hand-Regel.
Die zweite Komponente der Winkelbeschleunigung y=e2 _dt liegt auf der naturlichen Rotationsachse
Daher gyy=+12 daher gilt dies nicht fur die Richtung der endgtiltigen Winkelbeschleunigung

fallen mit der Richtung der Gesamtwinkelgeschwindigkeit zusammen.

Die gesamte Winkelbeschleunigung im Rechteck CS1 wird als y = + + jk aufgezeichnet Vv v,
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3.7 UNIVERSELLE RAUMBEWEGUNG EINES KORPERS

Definition:
Die Flugbahnen von Punkten auf dem Kérper, die sich mit universeller Raumbewegung bewegen, sind un

versell

Raumkurven. Daher wird die Art der Bewegung als universelle Raumbewegung bezeichnet.

Ahnlich wie wir die universelle ebene Bewegung beschrieben haben, kénnen wir uns vorstellen, dass die endgiiltige Bewegung

des Korpers aus der Translation und der sphérischen Bewegung des Kdrpers besteht, wahrend die Translation und Rotation die

Bewegungen sind, die in Bezug auf den Referenzpunkt auf dem Koérper beschrieben werden.

M

Wenn der Punkt A der stationdre Punkt wéhrend der
Kugelbewegung ist, kdnnen wir diesen Punkt als geeigneten
V2 Referenzpunkt fir die Beschreibung der endgtiltigen Bewegung

des Korpers auswahlen.
Dann ist die Position des Punktes M auf dem bewegten Korper angegeben

-, M . MA, MA
V .1715 o als: rEr+n A
\1 Y5 und die Geschwindigkeit und Beschleunigung in CS1 in
" Vektorform:
vy MA
1 1 1
aM§‘+yxr+yxyxr MA ( MA)
- X
z O wobei ¥ und ¥y momentane kinematische GréRRen sind
MA s 31— MA MA
in Matrixform: g A rP T

MA

v +Cr=vir M
1221 11

MA 2 MA

'\/mjazla"'C152'1"192f1=a+A"M'A{A 1 11 1
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4 KORPERSYSTEM

Die Strategie zur Bewertung kinematischer Grof3en fiir einen einzelnen Kdrper kann auch auf ein
Korpersystem erweitert werden. Wie bereits erwahnt, kann die universelle Bewegung eines bestimmten
Kdrpers durch eine kombinierte Bewegung beschrieben werden, die auf der Relativ- und
Antriebsbewegung basiert. Beide Bewegungen, die Antriebs- und die Relativbewegung, kénnen
beliebiger Art sein — Translation, Rotation und universelle ebene Bewegung usw.

Somit kdnnen die kinematischen GréRen fir ein Kérpersystem auf die gleiche Weise ausgedriickt werden.
Vor der Beschreibung der Bewegung eines bestimmten Koérpers ist es nitzlich, wenn nicht sogar notwendig,
das gesamte System zu analysieren, das kinematische Paar zwischen Kdrpern zu beschreiben, die
Beweglichkeit des Systems zu identifizieren, den Aktuator des Systems zu identifizieren und so die

unabhéngige Koordinate zu definieren Definieren Sie schlie3lich die Art der Bewegung jedes Kdrpers im System.

4.1 GLEICHZEITIGE DREHEN UM GLEICHZEITIGE ACHSEN

Der Korper B3 dreht sich um seine
natirliche Rotationsachse 032 (die Orte aller
Punkte, die in Bezug auf B3 stationar bleiben),
waéhrend die Achse 032 auf dem Korper B2
positioniert ist, der sich um seine Rotationsachse
021 dreht.

Punkt O ist jederzeit stationar, daher bewegt
sich der Korper B3 mit einer sphéarischen

Bewegung, die durch die symbolische Gleichung

. 1 .
021 —- als kombinierte Bewegung 31 =32 + 21
21 interpretiert werden konnte
MMM = +
Somit kénnen wir fir die Geschwindigkeit des Punktes M schreiben vvv 31 3221
. . . Mo M M M .
dargestellt in Vektorform durch Gleichung: 31v=x+x¥r4r 51 1 Wo AT

yyy3taz
und schlussendlich

Somit ist die Endwinkelgeschwindigkeit die Summe der Winkelgeschwindigkeit der Relativ- und Antriebsbewegung.

Der Vektor der Endwinkelgeschwindigkeit fallt mit der momentanen Drehachse zusammen.

Die gesamte Winkelbeschleunigung yy=31 3%1? ( )7 o (V3139 )
Ersetzt die Endwinkelgeschwindigkeit
=P = ad 32%1dtd
.. = __(yy3221 = _yy t
y 31 dt ( )

dd
Dann betragt die Gesamtwinkelbeschleunigung Y238 %5 o1 gtat V — ¥ o1
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o = D 4 3 - Yo oo
Wo B )T Ty e w283 PPass
d _ 4y 21 ) )
Und — ey121 )T e21 T Cepiaf ¥ 21
(dt dt

daher wird die Endbeschleunigung angegeben als
yyyyFI2B12132

Die letzte Komponente in der Gleichung ist als Resale-Winkelbeschleunigung bekannt

Y5421 32 &

Die Bedingung firr die Existenz der Resal-Beschleunigung: ydry O

yrely 0

y y dr ret”
Die gleichzeitigen Rotationen in Matrixform:

VoYYV 5y
=+=yyy g +
Winkelgeschwindigkeit: sisz21 323 2]
yyyyyy

oy 32z 1 Y 212 1

VYVEIYIIIIY Y 51y Y

yyyy
, . =++=yyyy313221ires Y + 9 +yy
Winkelbeschleunigung: yyyy 32y 21y 2132

y322 1 y211yyl

4.2 GLEICHZEITIGE DREHUNGEN UM PARALLELACHSEN

Untersuchung kinematischer Gréf3en eines Mechanismus
oder ein Teil davon erfordert die Berlicksichtigung des gesamten
Aufbaus von Koérpern und Einschréankungen. Daher besteht der
erste Schritt darin, die Mobilitdt anhand von Einschréankungen zu
analysieren, den Aktor zu identifizieren, der die Bewegung des
Systems steuert, und die Bewegung jedes Kdrpers zu identifizieren.

Das gegebene System besteht aus:
B1 — festem Rahmen

B2 — rotierendes Glied

B3 — universelle ebene Bewegung

Die Beschrankungen, die die Bewegung des Systems begrenzen,

sind zwei Stifte, die beide am B2 befestigt sind
B2 dreht sich um sein stationares Rotationszentrum O1 und seine Punkte zeichnen ebene Kurven —
konzentrische Kreise.
B3 dreht sich um den Drehpunkt O2 , der B3 mit B2 verbindet
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Somit ist die Relativbewegung die Drehung von B3 in Bezug auf B2 mit der Winkelgeschwindigkeit ¥32 und
die Antriebsbewegung ist die Drehung von B2 in Bezug auf das Fundament B1 mit der Winkelgeschwindigkeit

y21.
Daher: g ykkkgsiza §
mit Gesamtwinkelgeschwindigkeit v 3AKBRE Y+ ¥ o1 K
und Winkelbeschleunigung vy kkygy+iyka13221 seit 0y Y ¥ex=

Somit kdnnen die kinematischen Grof3en fiir einen bestimmten Punkt B in Vektorform ausgedriickt werden:

fir Position: BABA=+rT1

B B
VMVa7 51

B _ BA
vRY BN X 21

fur Geschwindigkeit

zur Beschleunigung:

BBBB
a@iagZT + kor
B _ BA ¢ ¢ B B BA
32T xfayyr BA )+xyraz1 Y¥ o oo ( x+x+)yryra11212 (yvar 20 )
i yy gy
oder in Matrixform
rigAEAL
B A BA W %AT BA
.. -, rCrCr=y+y1212212 0 r ’
fur Position: 2 323
re LG s BA
B ~ A BA BA
fiir Geschwindigkeit; V=31 21 (C31‘2 %@3@%1 ) Cr
zur Beschleunigung:
agfer(y+yy++213221322212 ) B2 | gl)r(lfBA“ )2 512Gass cr BA

Die Analyse der Bewegungsmaoglichkeit zeigt zwei Falle:
1. Gleichzeitige Drehungen mit gleicher Richtung der Winkelgeschwindigkeit. 2.

Gleichzeitige Drehungen mit Winkelgeschwindigkeiten in entgegengesetzter Richtung

In beiden Fallen ist die resultierende Bewegung eine Rotation mit der Winkelgeschwindigkeit y31
Maschinenbauingenieure stehen vor Problemen im Zusammenhang mit gleichzeitigen Drehungen um parallele

Achsen in zahlreichen Anwendungen wie Getrieben, Planetengetrieben usw.
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