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Abstrakt

Neurowissenschaftliche Studien zur Ausfiihrung der zeichnungsahnlichen
Bewegungen analysieren normalerweise die neuronale Darstellung entweder
geometrischer (z. B. Richtung, Form) oder zeitlicher (z. B. Geschwindigkeit)
Merkmale von Trajektorien und nicht die Darstellung der Trajektorie als Ganzes. In
dieser Arbeit geht es um mathematische Ideen hinter der Aufteilung und
Zusammenfiihrung geometrischer und zeitlicher Merkmale, die biologische
Bewegungen charakterisieren. Bewegungsprimitive erleichtern angeblich die
Effizienz der Bewegungsdarstellung im Gehirn und erfullen verschiedene Kriterien
fur biologische Bewegungen, darunter kinematische Glatte und geometrische
Einschrankungen. Kriterium fur die ,maximale Glatte* von Trajektorien beliebiger
Ordnung n wird verwendet, n = 3 ist der Fall des Minimum-Jerk-Modells. Ich leite
eine Klasse von Differentialgleichungen her, denen Bewegungspfade gehorchen,
fur die maximal glatte Trajektorien n-ter Ordnung eine konstante Geschwindigkeit
haben. Die Geschwindigkeit ist unter einer Klasse geometrischer Transformationen
unveranderlich. Die Lésungen der Gleichungen dienen vermutlich als Kandidaten
fir geometrische Bewegungsprimitive. Die Geschwindigkeit ist hier definiert als die
Geschwindigkeit, mit der geometrische Messungen entlang des gezeichneten Pfads akkumuliert werden. Als geometrisches MaR k
Beispielsweise entspricht das Zwei-Drittel-Potenzgesetz-Modell einer stiickweise
konstanten Geschwindigkeit des sich ansammelnden gleichaffinen Lichtbogens.
Die abgeleitete Klasse der Differentialgleichungen besteht aus zwei Teilen. Der erste
Teil ist fur alle geometrischen Parametrisierungen des Pfades identisch. Der zweite
Teil ist parametrisierungsspezifisch und wird benétigt, um festzustellen, ob eine
Losung des ersten Teils tatsachlich eine Kurve darstellt. Entsprechende Gegenbeispiele werden bereitgestellt.
Gleichungen in verschiedenen Geometrien in der Ebene und im Raum und ihre
bekannten Losungen werden vorgestellt. Die abgeleitete Klasse der
Differentialgleichungen ist ein neuartiges Werkzeug zur Entdeckung von Kandidaten fir geometrische Bewegungsprimitive.

Schlusselworter: geometrische Bewegungsgrundelemente — kompakte Darstellung — affine
Differentialgeometrie — zeitliche Aspekte der Bewegung — Parabel — logarithmische Spirale — Kreis
— parabolische Schraube — elliptische Schraube
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1. Einleitung

Verschiedene neurowissenschaftliche Studien haben geometrische Merkmale biologischer
Bewegungen (z. B. zeichnungsahnlicher Handlungen) und deren Darstellung im Gehirn
analysiert. Insbesondere wurde festgestellt, dass einzelne Neuronen und Nervenpopulationen
im motorischen Kortex auf die Bewegungsrichtung abgestimmt sind [24, 61, 60, 62, 45, 44].
Studien zu verschiedenen Arten zielgerichteter Bewegungen, z. Bewegungen zu Zielen,
aufeinanderfolgende Handbewegungen oder Bewegungen, die vorgeschriebenen Pfaden
folgen, deuteten darauf iy dass die serielle Reihenfolge von Teilbewegungenl , , Aspekten
der Bewegung“ (gemeint sind Aspekte der Bewegungsform und des Zielortes) und
Bewegungsfragmente in der kortikalen Aktivitat reprasentiert sind [34, 1, 2, 33, 63, 32].
Hinweise auf eine wichtige Rolle der nichteuklidischen Geometrie und insbesondere der
aquiaffinen [50, 51, 54, 41, 12, 52, 53, 55, 42, 16, 9, 43] und affinen [4] in der Produktion und
die Wahrnehmung biologischer Bewegung wurde bereitgestellt. Es wurde eine
Skaleninvarianz in der neuronalen Darstellung von Handschriftbewegungen vorgeschlagen
[30]. Die Uberlagerung von aquiaffinen Transformationen und Skalierungen bildet die
Gruppe der affinen Transformationen. Es wurde vorgeschlagen, dass biologische Bewegungen in mehreren Geometrien dargesi

Die Idee der Bewegungskompositionalitat, also der Darstellung komplexer Bewegungen
auf der Grundlage eines begrenzten , Alphabets* primitiver Unterbewegungen, wird in
zahlreichen Studien zur Motorsteuerung analysiert. Die Existenz motorischer Primitive
wurde auf der Ebene der Krafte nachgewiesen, die von Muskeln erzeugt werden, die auf die
GliedmaRen wirken [5, 27, 49, 37 , 47, 48, 25, 26], auf der Ebene der Muskelsynergien [67,

11, 31, 36, 10], auf der Ebene der Bewegungskinematik [46, 20, 7, 39, 59, 57, 17, 21, 58] und
auf der Ebene der Recheneinheiten im sensomotorischen System [68, 65]. Die Zerlegung
komplexer Bewegungen in Grundelemente wurde auch fir Krakenarmbewegungen
implementiert [71]. Ergebnisse der jlingsten Arbeiten [13, 14] liefern zusétzliche Hinweise
darauf, dass scheinbar kontinuierliche Bewegungen im Gehirn auf bestimmten
Hierarchieebenen in diskreter Weise dargestellt werden kénnten.

Parabolische Formen wurden als geometrische Bausteine komplexer zeichnungsartiger
Bewegungen vorgeschlagen, basierend auf mathematischer Modellierung und Analyse
kinematischer und neurophysiologischer Daten sich verhaltender Affen [54, 52, 53, 55] . Es
wurde vorgeschlagen, dass komplexe Bewegungspfade durch die Verkettung parabelartiger
Formen zusammengesetzt werden konnten. Auf Parabelsegmente angewendete affine
Transformationen fuhren zu Parabelsegmenten. Darliber hinaus kann aus einem beliebigen
Parabelsegment durch eindeutige affine Transformation jedes beliebige Parabelsegment
erhalten werden. Die Folge verketteter parabelédhnlicher Formen kann also durch Anwenden
einer Folge affiner Transformationen auf eine einzelne parabolische Vorlage erhalten werden
[52] und so die Darstellung komplexer Bewegungen im Gehirn vereinfachen. Eine solche
Darstellung kdnnte bedeuten, dass das Grundelement der geometrischen Bewegung eine
Reihe von Transformationen ist, die mit einer geometrischen Grundform ausgestattet sind,
auf die die Transformationen angewendet werden. Ein Beispiel fur eine stiickweise
parabolische Kurve, die der tatsachlichen Bewegungsbahn eines Affen ahnelt, ist in Abbildung 9a von [55] dargestellt.

Hier entwickle ich mathematische Werkzeuge weiter, die darauf abzielen, primitive
geometrische Formen zu finden. Flugbahnen entlang dieser primitiven Formen wiirden damit tbereinstimmen

1Bedeutet die serielle Reihenfolge der Implementierung einer bestimmten geometrischen Einheit.
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verschiedene Modelle, die biologische Bewegung beschreiben. Klassen primitiver Formen, die
vermutlich komplexere Bewegungsbahnen bilden, sind gegeniber Klassen geometrischer
Transformationen invariant und kénnen daher eine kompakte Darstellung komplexer
Bewegungsbahnen im Gehirn liefern.

2 Voraussetzungen fur das mathematische Problem
aus motorischen Kontrollstudien

Es wurde beobachtet, dass ebene Handbahnen glatt sind, wahrend Gléatte als Minimierung der
integrierten quadratischen Anderungsrate der Beschleunigung, auch Bewegungsruck genannt,
definiert wurde, namlich : NP

T 2

2
d 3x d 3y

.
dt3 dt3 @1)

Die Informationen tber die Bewegungsbahn kénnen in zwei Teile aufgeteilt werden: (1)
geometrische Spezifikation, auch Bewegungspfad genannt, und (2) zeitliche Spezifikation,
definiert durch eine Funktion, die jeden Zeitpunkt mit dem Ort auf der Bewegungsbahn in
Beziehung setzt. Die zeitliche Vorgabe wird vollstandig durch die Bewegungsgeschwindigkeit
entlang der Bahn bestimmt. In den Originalarbeiten zum Minimum-Jerk-Modell [35, 22] wird eine
maximal glatte Trajektorie durch einen Startpunkt, einen Durchgangspunkt, durch den der
Pfad verlaufen muss, und den Endpunkt eingeschrankt. Das Kriterium der Minimierung der
Kostenfunktion in (2.1) ist also mit der punktweisen geometrischen Einschréankung der
optimalen Trajektorie ausgestattet, die durch einen oder mehrere Zwischenpunkte verlauft.
Daher kann in der urspriinglichen Formulierung des Modells der gesamte kontinuierliche
Verlauf der Trajektorie gleichzeitig mit der Identifizierung der Bewegungsgeschwindigkeit2
aufgedeckt werden . Das Minimum-Jerk-Modell ist weit verbreitet und wird in verschiedenen Sprachen erwahnt
Studien zur motorischen Kontrolle.

Nach dem eingeschrénkten Minimum-Jerk-Modell [66] Handbewegungen
neigen dazu, die Glatte des Zeichnens zu maximieren (die Ruckkosten zu minimieren)

T

2 2 2
. o 3T (v
d 3x(Veu(t)) . d3y(eu) + z(veu()) dt 2.2)
dt3 dt3 dt3 '
0

fir die vorgegebene Flugbahn {x(yeu), y(yeu), z(yeu)}. Das bedeutet, dass der Bewegungspfad bereits als
Eingabe fiir das Optimierungsverfahren bereitgestellt wird und das Geschwindigkeitsprofil gefunden werden
muss, um das Optimierungsproblem zu l6sen. Die ausgefiihrte dreidimensionale Kurve im Kostenfunktional (2.2)

wird mit der euklidischen Bogenlange parametrisiert

T

jeu= 9@ +9yE) ° +yz() 2dy 2.3)

2 Die x(t)- und y(t) -Komponenten der durch Zwischenpunkte eingeschrankten und die
Kostenfunktion (2.1) minimierenden Trajektorien bestehen aus Teilen von Polynomen 5.
Ordnung in Bezug auf die Zeit, den Ableitungen 3. Ordnung von x(t), y(t) sind stetig [22].
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wobei der Punkt die Differenzierung nach der Zeit t bezeichnet.

Beispiel 2.1. Die Flugbahn r(t) = r(yeu(t)) = [x(Yeu(t)), y(yeu(t)), z(yeu(t))] wird vollstandig

durch geometrische (zeitunabhangige) Parametrisierung bestimmt3 r(yeu) und zeitliche
Parametrisierung des geometrischen Parameters yeu(t) (oder aquivalent streng nichtnegative
Geschwindigkeit yy eu). Hier ist der geometrische Parameter yeu die euklidische Lange der
Kurve, die kontinuierlich auf eine dreimal differenzierbare Kurve abgebildet wird. y

Von nun an wird die Differenzierung nach dem geometrischen Parameter y mit
Primzahlen und Zahlen in Klammern bezeichnet, wéhrend die Differenzierung nach der Zeit
t bis zur Ordnung 3 mit Punkten bezeichnet wird. Differenzierung héherer Ordnung in Bezug
auf die Zeit wird mit der meist tiblichen Notation fir Differenzierung (d/dt) bezeichnet:

o e e d 2fd 3fd kfdf, f(k) %) ¥, fyy(y) ¥ , 9y
F®my ggﬁy dyk Tz T3 _—

df d2f - d 3f
yiy®) y —fy@) ydt, Gz FEO)yd3 — -

Die Notation wird im Text noch einmal in Erinnerung gerufen.

Das Zweidrittelpotenzgesetz ist ein weiteres kinematisches Modell fir Handbewegungen.
Es beschreibt eine Beziehung zwischen den geometrischen Eigenschaften des
Bewegungspfads und der Bewegungsgeschwindigkeit entlang dieses Pfads. Empirische
Beobachtungen des Zwei-Drittel-Potenzgesetz-Modells wurden als Beweis fiir eine Bewegungssegmentierung interpretiert [40].
Das Zweidrittelpotenzgesetz wurde auch in visuellen Wahrnehmungsstudien nachgewiesen
[69, 41, 12, 9]. Die Segmentierung von Handbewegungen basierend auf den Kréaften der
Flugbahnkrimmung wurde kirzlich in [15] analysiert.

Das Zweidrittelpotenzgesetz-Modell entspricht der Aussage, dass die &quiaffine
Geschwindigkeit4 (4.2) von Zeichenbewegungen stiickweise konstant ist [18, 50, 29, 19]:
yyea = const. Basierend auf empirischen Ergebnissen im Zusammenhang mit dem
Zweidrittelpotenzgesetz-Modell und ihrer Interpretation im Hinblick auf die
Differentialgeometrie sind aquiaffine und affine Bogen zu relevanten Parametrisierungen
bei der Analyse biologischer Bewegungen und ihrer neuronalen Darstellung geworden [18,
50, 51, 54, 52, 19, 55, 53, 16, 42, 4, 9, 43].

Der Vergleich der Vorhersagen des Minimum-Jerk-Modells und des Zweidrittel-
Potenzgesetz-Modells wurde fiir eine Reihe geometrischer Formen in [70] analysiert.

Euklidische Geschwindigkeit yyeu Minimierung der Kostenfunktion mit einer beliebigen Glatteordnung
N
T 2
d nx(t) + dny(t)
dtn dtn

dt (2.4)

0

3Geometrische Parametrisierung mit einem in einer bestimmten Geometrie invarianten Bogen wird als natirliche
Parametrisierung bezeichnet; yeu ist ein Bogen in der euklidischen Geometrie.

4 Hintergrundinformationen zu den in dieser Arbeit verwendeten Begriffen der aquiaffinen Geometrie finden sich
an anderer Stelle, z. [64, 28]. Insbesondere werden sie im Teil , Hintergrund“ von [51] und Kapitel 2 von [52] zusammen
mit ihrer Beziehung zum Zweidrittelpotenzgesetz und im Anhang A von [52] vorgestellt.
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wurde mit den experimentellen Daten fir planare Punkt-zu-Punkt-Bewegungen verglichen5
[56]. Approximierte Vorhersagen von Bewegungstrajektorien, also Bewegungsgeschwindigkeiten
entlang vordefinierter geometrischer Bahnen, die den funktionalen Aufwand minimieren
Es wurden beliebige Ordnungen n (2.4) entlang einer Reihe periodischer Pfade abgeleitet und mit den
Vorhersagen des Zweidrittelpotenzgesetzes und experimentellen Daten verglichen
[56).
Im Fall des eingeschrénkten Minimum-Jerk-Modells (n = 3) besteht das Problem darin, die Pfade
zu finden, fir die maximal glatte Trajektorien die zwei Drittel erfullen
Das Potenzgesetzmodell wurde unter Verwendung der Parametrisierung eines Pfades mit Aquiaffinitat untersucht
Bogen [54, 52]. Die notwendigen Voraussetzungen fur solche Wege wurden in Form von erhalten
das System zweier Differentialgleichungen [54, 52]. Bekannte Losungen sind beliebige zweidimensionale
Vektorfunktionen, die parabolische Formen und Kreise beschreiben [54, 52]
und ein spezieller Fall einer logarithmischen Spirale [6, 55]. Flugbahnen mit minimalem Ruck
entlang parabolischer Pfade liefern einen Nullwert fir die Kosten (2.1) [51, 52]. Bekannt
Nichtparabolische Losungen (Kreis und spezifische logarithmische Spirale) bieten keine L6sung
Null Kosten.
Jede Kurve kann in unendlich vielen verschiedenen geometrischen Parametern parametrisiert werden
Wege. Die weithin bekannte Parametrisierung basiert auf der euklidischen Bogenlange.
Im Allgemeinen kann die geometrische Parametrisierung einer Kurve iber a implementiert werden
kontinuierliche Abbildung eines Skalarparameters auf die Kurve.

Beispiel 2.2. Eine Kurve ohne Wendepunkte kann mit parametrisiert werden

Integral der euklidischen Geschwindigkeit, gewichtet mit der euklidischen Krimmung, erhéht auf , sicher®.
.

Grad: yBeispiel(t) = VY eu(y): [ceu(Yeu(y))]y dy. Diese geometrische Parametrierung
0
tion ist fur jedes y legitim. Es ist die Messung des Euklidischen Bogens, wenn y =0

und Messung des aquiaffinen Bogens, wenn y = 1/3. §

Das Bogen-y -Beispiel aus Beispiel 2.2 ist unter euklidischen Transformationen invariant. Wenn
jedoch y =0, ist es nicht gleich der euklidischen Lange
Integral der Differentialinvariante erster Ordnung in der Gruppe der planaren Euklidischen
Transformationen. Im weiteren Verlauf des Textes beriicksichtige ich auch Bégen in anderen Untergruppen der
Gruppe affiner Transformationen.

In dieser Arbeit wird das Problem der Suche nach Pfaden, deren maximal glatte Trajektorien eine
Akkumulation geometrischer Parameter mit konstanter Geschwindigkeit ermdglichen, fir eine
beliebige Glatteordnung n betrachtet. Es wird eine Klasse von Differentialgleichungen abgeleitet, die
solche Pfade beschreiben. Das System zweier Differentialgleichungen entspricht
zu jeder Ordnung der Glatte n. Systeme von besonderem Interesse und ihre Losungen
werden im Folgenden vorgestellt. Ein Teil der Losungen wird hier erstmals vorgestellt
und einige sind aus friiheren Arbeiten bekannt, die eine dquiaffine Parametrisierung verwendeten
[51, 52, 6, 55].

5Kinematische Modelle fiir Punkt-zu-Punkt-Bewegungen in der Ebene gehen normalerweise davon aus,
dass die Bewegungsbahn eine gerade Linie ist, Geschwindigkeit und Beschleunigung der Bewegung am Start- und Endpunkt
die Flugbahn ist Null.
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3 Differentialgleichungssysteme, allgemeiner Fall

Betrachten Sie die n -fach differenzierbare Kurve rL(y) = (x1(y), x2(y), . . ., XL(¥)) im

L- dimensionalen Raum, y y [0, y]. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei y(t) eine
streng wachsende6 und n -fach differenzierbare Funktion von ty [0, T ], ¥(0) =0, ¥(T)
=V. Die mittlere quadratische Ableitungskostenfunktion [56], die_mit der Ableitung n-
ter Ordnung der Kurve und ihrer Parametrisierung y(t) verbunden ist , ist wie folgt

definiert:
U odmagm) C . dmegw) d nxL ’
. _ nx1(y(t nx2(y(t nxL(y(t dt
Jy(rL, n) = dtn * dtn Tt dtn
0
T d 2
B T rLe@) o dt (3.1)

3.1 Bewegungspfade, die optimale Flugbahnen ermdglichen

konstante Geschwindigkeit

Bei gegebener geometrischer Parametrisierung y des Pfads r (einer Kurve, entlang
der die Trajektorie ,,gezeichnet” wird) im L-dimensionalen Raum pezeichne ich mit

Kosten verursacht Jyy (rL, n) unter Randbedingungen:

d _ dky

YO =59 =9, G T e =0k=2....ny1

t=T

3.2)
Jy(rL, n), ty [0, T )
Yyyy yyyy ¥V y rin(t) = argingin ¥ Pyl ]
Der Punkt bezeichnet die Differenzierung nach der Zeit t. Die LOsung des
Optimierungsproblems ohne Randbedingungen wird mit § bezeichnet
Wy rL,n(t) =arg min JY(”-, n), t y [0, T] . (33)
¥y (®)

Fir eine gegebene Dimension des Raums L und die Differenzierungsordnung n
mochte ich die Kurven finden, fur die die Losung des Optimierungsproblems mit
Einschrankungen (3.2) eine konstante Geschwindigkeit beim , Zeichnen* der Kurve liefert:

y
AT=rLiyyyn b nt)=const= T (3.4)

Bericksichtigt wird auch das Problem, die Kurven unter demselben
Optimalitatskriterium, aber ohne die Randbedingungen aus (3.2) zu identifizieren:

v y
An,L=rL:yy o, n(t)=const= T (3.5)

6Die Funktion y(t) sollte streng monoton sein. Hier wird der Fall einer streng steigenden
Funktion betrachtet, die gleichen Ergebnisse kénnen jedoch auch fur eine streng fallende
Funktion erhalten werden.
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Loésungen des Optimierungsproblems (3.3) fiir die Kurven aus der Klasse An, L erfillen per
Definition die in (3.2) festgelegten Randbedingungen und beide Optimierungsprobleme minimieren das
gleiche Kostenfunktional. Daher gehdren alle zur Menge An, L gehérenden Losungen (Kurven) zur Menge
A” n, L:

An,LYA~ n L. (3.6)

Die fur die Kurven der Klasse A™ n, L abgeleiteten notwendigen Bedingungen werden also tatsachlich von

den Kurven beider Klassen erfillt: A"und An, L. n, L
Fihren Sie ein System aus zwei Differentialgleichungen ein:
% 2 nyl
y o dnr dnyir  dn+r
T— +2 ylich —— —— = konst
dyn - dynyi dyn+i (3.7)
vy -

¥y yyORE)=y ¥ vOrE)=y =1 ,

Der Punkt zwischen zwei Vektoren bezeichnet ihr Skalarprodukt. Die Differentiation beider Seiten der
oberen Gleichung in (3.7) impliziert ein System, in dem die obere Gleichung lediglich durch das
Skalarprodukt der Ableitungen erster und (2n)ter Ordnung des Ortsvektors in Bezug auf den

geometrischen Parameter y dargestellt wird:

DR d2nr

dy  dy2n

y
(3.8)

144

§y yyOIE)=y ¥ vOIrE)=y =1 .

Ich betrachte die Kurven aus den Klassen A™n, L und An, L als Kandidaten far

geometrische Bewegungsprimitive. Die Systeme (3.7), (3.8) kdnnen als Werkzeug zur Identifizierung
solcher Kurven wie folgt aus dem mathematischen Hauptergebnis dieser Arbeit verwendet werden:

Vorschlag 3.1. Die Kurven aus den in (3.4) und (3.5) definiertgn_Mengen A™ und An, L erfullen

notwendigerweise die oberen Gleichungen in den Systemen (3.7) und (3.8).

Satz 3.1istim Anhang A bewiesen. Beispiele der Systeme (3.7) und (3.8) zusammen mit bekannten
Ldésungen werden fur verschiedene geometrische Parametrisierungen in den Abschnitten 4, 5in den
Gleichungen (4.3), (4.10), (4.13), (4.18), (4.22), (5.3), (5.4).

Eine Reihe wichtiger Hinweise zu den Systemen (3.7) und (3.8) und den Kurven, die zu den Mengen

A~ gehdren n,L und An, L werden unten dargestellt.

1. Die obere Gleichung in den Systemen (3.7) und (3.8) ist unabhangig von der geometrischen
Parametrisierung einer Kurve. Die Gleichung wird aus dem Kriterium der maximalen Glatte der
Trajektorie (3.2) abgeleitet, das auf der Euler-Poisson-Gleichung fur Variationsprobleme basiert.

Besondere Falle des Obermaterials
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Differentialgleichungen fir planare Kurven bei n = 2, 3, 4 und fur ein beliebiges
bitrares n sind in Tabelle 1 angegeben7 . Die obere Gleichung in den Systemen ist
aufgrund der euklidischen Invarianz des Skalarprodukts unter beliebigen
euklidischen Transformationen invariant.

2. Die untere Gleichung in den Systemen (3.7) und (3.8) héangt von der Wahl der

geometrischen Parametrisierung ab. Die linke Seite der unteren Gleichung und der
geometrische Parameter y aus den Systemen sind unter derselben Klasse
geometrischer Transformationen invariant8 . Wenn System (3.7) oder (3.8) geldst
wird, um Kandidatenkurven aus den Mengen A™ ungl, An, L zu identifizieren,
garantiert die durch die untere Gleichung formalisierte Bedingung, dass die
Ldsung der oberen Gleichung tatsachlich eine Kurve im L- dimensionalen Raum
ist und stimmt mit der Parametrisierung y Uberein. Beispiel 3.2 unten zeigt eine
LOésung der Up-Per-Gleichung, die nicht mit der Parametrisierung y tbereinstimmt
und daher keine Kurve darstellt. In Fallen, in denen eine Kurve durch eine
Vektorfunktion beschrieben wird, die mit einem bestimmten y parametrisiert ist,
kann man testen, ob die Kurve die notwendige Bedingung fur die Zugehorigkeit zu
den in (3.4), (3.5) definierten Klassen erfullt. Dazu muss man nur prifen, ob der
vektorielle Ausdruck die obere Gleichung aus einem der Systeme (3.7), (3.8) erfiillt,
da die untere Gleichung fir vorhandene Kurven automatisch erfullt ist.

3. Die Verwendung von Transversalitatsbedingungen zusétzlich zur oberen Gleichung

in den Systemen (3.7) und (3.8) kann eine eingeschréanktere notwendige Bedingung
dafur liefern, dass eine Kurve zur Menge An , L gehort.

4. Die folgende hinreichende Bedingung fur die Kurven aus der Menge A~ 3,L

wurde friher fur den Fall der minimalen Ruckkosten (n = 3) formuliert [52]:

yooy2y2rr r@)+2r (5)=const0yO-r
min y29r+2r -rY y2ar .t =constl y0. (39)
y 0yyyy

Die linke Seite der oberen Gleichungen im System (3.9) ist identisch mit der linken
Seite der oberen Gleichung in der notwendigen Bedingung (3.7) und ist durch die
Einschrankung auf das Vorzeichen der Konstante auf der rechten Seite
eingeschrankt.

7Kostenfunktionale Jy(rL, n) fir die planaren (L = 2) und réumlichen (L = 3) Kurven wurden in
verschiedenen motorischen Kontrollstudien fur Differenzierungsordnungen n gleich 2-4 verwendet,
z.[35, 22, 70, 66, 54, 56, 52, 3, 55].

8Wenn beispielsweise der Parameter y die euklidische Lénge ist, ist die Gleichung unter
euklidischen Transformationen invariant. Wenn der Parameter y ein aquiaffiner Bogen ist, ist die
untere Gleichung des Systems bei aquiaffinen Transformationen invariant.
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Befehl Gleichung, Beispielfall Ableitung der Kommentare zur Gleichung Bekannte Losungen, wenn y
oder Gleichung x yx ein gleichaffiner Bogen ist
w2 2+ YX ) ) - )
2 Y allgemeiner Fall y 2x yx (3) ¥ 2y yy (3) = cpns@) +y yy (4) =0 Fallleines planaren ,Minimalbeschleunigungs*-
Kriteriums in der Motorsteuerungstheorie Parabeln
WY2, Y2+ - )
3 Y y¥ ¥ 2X,x (4)y 2y,y (4) X yx (6) +yyy (6) =0 Falllvon planarem ,, Minimum-Ruck" 2D: Parabeln, Kreise [52, 55],
logarithmische Spirale [6, 55].
+2Xxyx (B) +2y Yy (5) = konst Kriterium in der Theorie der Motorsteuerung 3D: Parabolische Schraubenlinie [52, 55].
3D: Elliptische
4 x (42, J (4)2y 2x,yx (5) ¥ 2y .,y (5) X yx (8) +y yy (8) =0 Fallfvon planarem , Minimum-Snap* Schraubenlinie 2D:
Kriterium in der Theorie der Motorsteuerung Parabeln, Kreise,
+2X , X (6) + 2y, v (6) V 2x YX (7) ¥ 2y Yy (7) = konst logarithmische Spirale 3D: Parabolische und
Z Z
N x(M y (WA X yx (2n) +y yy (2n) =0 Gleichung fur planaren Fall.
ny1
2 (Y1)i (x (nyi)x (n+i) (nyi) +yy (n+i) ) = const
i=1
FurL<=n,r={x1,...,xL} st
nyl k
M24or GL)ir (nyi) (n+i) - v = konst rr @)=o. L-dimensionaler Raum. k@)= s k=1 L yist
i=1 !
Fir 3D-Kurven L = 3. gleichaffiner Bogen in der Dimension L.

Tabelle 1: Obere Gleichung in den Systemen (3.7), (3.8), die von den Kurven der Klassen A und An, L beziiglich y notwendigerweise erfillt wird. Der n, L

Punkt

definiert in (3.4) bzw. (3.5). Primzahl und Differenzierungsreihenfolge in Klammern entsprechen der Ableitung

zwischen zwei Vektoren in Klammern in der Zeile, die dem Fall n entspricht , bezeichnet das Skalarprodukt der Vektoren. Einzelheiten zu den in Tabelle 1

genannten planaren Losungen finden Sie in Tabelle 2. Die raumlichen Losungen werden in Abschnitt 5 analysiert.

elliptische S
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Beispiel 3.2. ° Die zeitliche Ableitung des aquiaffinen Bogens namens aquiaffine

(yxy yyyx") 1/3 ist wie folgt gef@eschyindijkeaieiylmdae-Ableitung der euklidischen Bogenlange
ist definiert als ¥y ¥ veu = xy 2 £y 2. Die euklidischeKriimmung an einem bestimmten Punkt der
Flugbahn wird wie folgt berechnet:

XYY"y yyx” = Sy
ceu = —m———

(yx 2+y2)3/2 easv

und deshalb

13
vea=veu ceu

Betrachten Sie die Parametrisierung mit der euklidischen Kriimmung, erh6ht zur Potenz y:
VY yveuceu Y = (yx2 + yyz) 1/293y/2 (yxy”y yyx) Y - (3.10)

Der entsprechende geometrische Parameter entspricht der integrierten Geschwindigkeit:

.
yy = vydy
y=0
Dies ist eine streng monotone Funktion fir die Kurve ohne Wendepunkte (obwohl sie in manchen
Geometrien nicht unbedingt einen Kurvenbogen darstellt).
Daher ist §°y eine legitime Parametrisierung einer Kurve ohne Wendepunkte.
Offensichtlich die Vektorfunktion

~ e 2
X=Yyy,y=1y yi2

alle Null sind. Wenn jedoch eine lineare Parametrisierung von y°y in Bezug auf die Zeit
angenommen wird, was konstante Geschwindigkeit bedeutet, sagen wir §y°y =t, dannist x=t,y
=t2/2,was xyy" y yyx' = 1 impliziert . In wiederum die Verwendung von t ="yy in (3.10) impliziert

v = (9% +9y2y U2y3yi2 1y = L+ 5) 1/2y3§/2 = 1, wenn y = 1/3 .

Es besteht also ein Widerspruch zwischen der Parametrisierung der Vektorfunktion und der

geometrischen Parametrisierung der Kurve, die scheinbar durch diese Vektorfunktion definiert
werden kénnte. Daher stellt die Vektorfunktion {x ="yy, y ="y /2} keine durch §y éarametrisierte
Kurve dar, wenn y = 1/3, wahrend der Fall y = 1/3 einer Parametrisierung mit aquiaffinem Bogen

entspricht. y

4 Bogen in den Geometrien der affinen Gruppe in der Ebene
und einige seiner Untergruppen

In den Studien zur Handlung und Wahrnehmung von Bewegung wurden verschiedene Arten
von Invarianz analysiert. Es wird beispielsweise von Punkt-zu-Punkt-Handbewegungen ausgegangen

9 Hintergrundinformationen zu den geometrischen Begriffen, die in Beispiel 3.2 verwendet
werden, finden Sie an anderer Stelle, z. in [64, 28]. Sie werden im Rahmen der Motorsteuerung in
Kapitel 2 von [52] vorgestellt.
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um nahezu gerade Wege zu erzeugen. Solche Formen entsprechen der euklidischen
Invarianz; Komplexere Bewegungen wurden im Rahmen aquiaffiner und affiner Geometrien
analysiert. Verweise auf entsprechende Arbeiten werden in der Einleitung aufgefihrt. In
diesem Abschnitt stelle ich die Systeme (3.7), (3.8) fuir den Fall des Minimum-Jerk-Modells
(n =3) vor, wobei ich eine konstante Geschwindigkeit des sich akkumulierenden
Lichtbogens in verschiedenen Geometrien annehme. Die im Folgenden dargestellten
Ausdrucke fir die Geschwindigkeit des sich aufbauenden Lichtbogens basieren auf den
Ergebnissen von [64]. Informationen Uber die Beziehung zwischen dem abgeleiteten
Gleichungssystem (3.7) und den Kandidatenlésungen sind in Tabelle 2 zusammengefasst.

Die in diesem Abschnitt vorgestellten Gleichungssysteme stellen besondere Falle des
Systems (3.7) dar. Entsprechende Sonderfélle des Systems (3.8) kdnnen einfach durch
Ersetzen der oberen Gleichung durch das Skalarprodukt der Ableitungen 1. und 6. Ordnung
des Ortsvektors in Bezug auf den entsprechenden Bogen erhalten werden.

4.1 Aquiaffine Gruppe

Aquiaffine Koordinatentransformationen umfassen 5 unabhangige Parameter und haben
die Form:

X1 = Ux 4+ Vv + 2yl = ~
o yTey ALY (1)
yx +yy +b, y
Die Geschwindigkeit des akkumulierenden aquiaffinen Lichtbogens wird wie folgt berechnet [64]:
_ 5 o 1B
Wea ~ (4.2)

wooy

Das System (3.7) fur n = 3 (Fall des Minimum-Ruck-Modells) in der Ebene wird zu [51, 52,

59]:
X Yy = GEast, 2y, x“(4)¥.3y Y, ¥ @) + 2x yx (5) + 2y Yy (5) + 43)
wobei die Differenzierung in Bezug auf den &quiaffinen Bogen durchgefihrt wird
T
yea= yy ea(y)dy . (4.9)

0

Das System (4.3) wird in (4.10) fur den Fall umgeschrieben, dass die aquiaffine Krimmung
einer Kurve eine bekannte Funktion des aquiaffinen Bogens ist. Die Ergebnisse fir
Kandidatenlésungen (Parabel, Kreis, logarithmische Spirale [55]) sind wie folgt:

1. Die Parabel wird mit einem &aquiaffinen Bogen bis zu einem &quiaffinen trans ea/2
Formation wie folgt: x =yea,y =V ;zjarametrisiert. Die Klasse der Parabeln
stellt eine offensichtliche Losung von (4.3) dar, die unter beliebigen affinen
Transformationen invariant ist [52, 55]. Das Zeichnen von Parabeln mit konstanter
aquiaffiner Geschwindigkeit minimiert das Kostenfunktional (3.1) und fuhrt zu Nullkosten [51].
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2. Der Kreis wird mit einem gleichaffinen Bogen wie folgt parametrisiert:
- 5yl ==
X=x0+y za .cos(y yeayea) -
. y3lay - (4.5)
=y0+y " ea” sin(y yeayea).
Hier ist yea die gleichaffine Krimmung [64, 28, 8] (die notwendigen
Hintergrundinformationen fur das aktuelle Framework finden Sie in [52]):
yea=x,y"“yx,yy“ (4.6)

Die aquiaffine Krimmung ist eine positive Konstante fur Ellipsen einschlielich
Kreisen, Null fur Parabeln und eine negative Konstante fur Hyperbeln [64]. Kreis ist
eine nichtinvariante Losung unter beliebigen aquiaffinen Transformationen, Kreise
hingegen sind invariante Losungen unter euklidischen Transformationen (4.20)
(Translation und Rotation) [52, 55].

3. Logarithmische Spirale kann mit Polarwinkel parametrisiert werden:
X = const - exp (yy) cosy, y = const - exp (YY) siny . 4.7)
Einfihrung der Parametrisierung mit &quiaffinem Bogen aus (4.2) und Integrieren
dyea/dy = (const2 (L+y  2))1/3-e 93
ergibt:

2yyea

3
y(yea) = In 2y— 2))y1/3+1-(const2 (1+y3

was in (4.7) eingesetzt werden kann, um die Ausdriicke fur x(yea), y(yea) zu implizieren.
Anscheinend ist (4.7) nur fur den Fall y = +3/y 7 eine Lésung fir (4.3) [6, 55].

Die Ableitungen 1. und 3. Ordnung des Ortsvektors einer ebenen Kurve r(yea) beziiglich
des aquiaffinen Bogens sind parallel. Die Parallelitat folgt
aus der Identitat x = 1, die inshgsbndere im System (4.3) auftritt. Offenbar ist die aquiaffine
Krimmung (4.6) einer Kurve ein Skalierungsfaktor zwischen der Ableitung 1. und 3.
Ordnung des Ortsvektors:

r.y(yea) + y(yea)r (yea) =0

was die Moglichkeit impliziert, Ableitungen héherer Ordnung des Vektors r(yea) durch
seine Ableitungen erster und zweiter Ordnung auszudriicken, wenn die aquiaffine
Krimmung eine bekannte Funktion der &quiaffinen Lange ist. Insbesondere,

RO =1, 3y (ea)+y  “(ea)+r (7.§(jea)+4y (Jea)y(yea)).

Daher kann die Ableitung erster Ordnung der oberen Gleichung des Systems (4.3) (r = 0)
umg&3ctirieben werden

SE)= e GeR) Y CGea)+r C(.5Gea)+4y  (eay(ea) =0.
“.8)
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«, _ 1 D
Beachten Sie, dass r T =————y2 ), impliziert Gleichung (4.8).
(r2 dyea
10 Py VRS0 r4y) GeayGed) sy @)
2 dyea "(yea) + Y 2(yea) -
Nach der Integration von (4.9) lasst sich das System (4.3) wie folgt umschreiben:
21 (ged) = ix T (0) exp [y2 (F5ea) y FO)) 4.10)
yy“yx,yy=1 )
Wo .
v +ayyy
F(yea) 23y +y y
4.2 Affine Gruppe
Affine Koordinatentransformationen umfassen 6 unabhangige Parameter und haben die Form:
xl=yx+yy+ayl=
X y yy y yyYyy _o. @.11)
yx +yy +b,
Die Geschwindigkeit des akkumulierenden affinen Lichtbogens wird wie folgt berechnet10:
= = 2
. < R
- xdy 4xidtdyd 1233 L ys y X
oo = y 4yldt4 Y J % J —
Wa = = yveay Vea .
A 9996, yyeayy
(4.12),

wobei yyea die gleichaffine Geschwindigkeit (4.2) und yea die gleichaffine Krimmung
(4.6) ist. Das System (3.7) fur n =3 in der Ebene wird

% y v 2x,x (4) ¥ 2y,y (4) + 2x yx (5) + 2y yy (5) = const,
¥ x X (4) » X X N ¥ x X
eIy XYY @ PR YxayY) e e e VS

Ixyy“ yx,yy)
(4.13)
Hier erfolgt die Differentiation beziiglich des affinen Bogens ya. Die Ergebnisse fir mogliche

Lésungen (Parabel, Kreis, logarithmische Spirale) sind wie folgt:

1. Die affine Lange einer Parabel ist Null, ebenso wie die gleichaffine Lange der Geraden Null
oder die Euklidische Lange eines Punktes Null ist. Daher ist die Priifung, ob Parabeln
Losungen des Systems (4.13) sind, bedeutungslos. Die affine Krimmung der Parabel ist
nicht definiert.

10Die Formel fur die Geschwindigkeit des akkumulierenden affinen Lichtbogens in [64] enth&lt einen
Druckfehler und unterscheidet sich daher von (4.12).
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2. Kreis. Wenn man bedenkt, dass der affine Bogen die integrierte Quadratwurzel der
gleichaffinen Krijmmung_ist (ya =y yeadyea [64]) und dass die gleichaffine
Krimmung eines Kreises y1/2 eine positive Konstante ist, erhalt man fur einen Kreis sofort: yea=y eaya.
Durch Einsetzen in (4.5) erhalt man:

y3/4
X=x0+y Xa -cos(ya)

T 12 (4.14)
yo+y ea Sin(ya)y=

Das ist die Losung des Systems (4.13). Kreise stellen unter willkurlicher affiner
Transformation nichtinvariante Lésungen dar. Die Klasse der Kreise ist unter
euklidischen Transformationen und gleichmaRiger Skalierung invariant.

3. Logarithmische Spirale. Die Geschwindigkeit des akkumulierenden affinen Bogens
der logarithmischen Spirale (4.7) in Bezug auf den sich andernden Polarwinkel y ist fol

o+y 2
Tiefgangskonstante dya/dy = 3 . Also ohne Einschrankung der Allgemeinheit
3
y= 5 ya. Der Ausdruck fur die logarithmische Spirale (4.7) wird
9+y

x(ya) = const -exp y y

yacos 9+y2 m
(4.15)

y(ya) = const - exp ¥ ya sin-§=8+2 ﬁya.y

Die logarithmische Spirale erfiillt das System (4.13) fur y, die L6sungen der
Gleichung sind: 5y 5y + y = 6 yn@yes' gibt réelle Losungen =+ 5+ 2y 5.

4.3 Zentrumsaffine Gruppe

Zentrumsaffine Koordinatentransformationen umfassen 4 unabhéangige Parameter und
haben die Form:
X1 = Ux + Oy i . ~
) y“ yyy Yyy =0. (4.16)
=yX+yy, y

Die Geschwindigkeit des akkumulierenden zentrumsaffinen Bogens wird wie folgt berechnet [64]:

Veq — Ve
ca XXy (4.17)
yyy
System (3.7) fir n =3 in der Ebene wird
. Wy2
y ox7 yX Y2y 2x,x (4)y 2y ,y (4) + 2x yx (5) + 2y yy (5) = const, +
g Wa¥yX.yy_q (4.18)

yooxyyyxyy
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Die Differenzierung erfolgt beziiglich des zentrumsaffinen Bogens yca.
Die Ergebnisse fir mégliche Lésungen (Parabel, Kreis, logarithmische Spirale) sind wie folgt:

1. Parabel. Gleichung (4.17) impliziert, dass die Koordinaten einer mit zentralaffiner Lange
parametrisierten Parabel bis zu einer zentralaffinen Transformation sind: x(yca) = 1/
const-exp(ycal/ y 2), y(yca) = 1/(2const2 )-exp(y 2yca). Diese Ausdricke erfillen nicht die
obere Gleichung des Systems (4.18).

2. Kreis. Unter Verwendung der Parametrisierung eines Kreises mit gleichaffiner Lange wie
in (4.5) impliziert Gleichung (4.17) ohne Beschrankung der Allgemeinheit, dass fir einen
Kreis die zentrumsaffine Geschwindigkeit wie folgt mit der gleichaffinen Geschwindigkeit zusammenhangt:

yyca =yea 8 “YVea.

Die aquiaffine Krimmung eines Kreises ist eine positive Konstante. Daher ist das
Zeichnen eines Kreises mit konstanter zentrumsaffiner Geschwindigkeit gleichbedeutend
mit dem Zeichnen eines Kreises mit konstanter gleichaffiner Geschwindigkeit. Somit ist
System (4.18) fir jeden Kreis erfillt, da Kreise das entsprechende Gleichungssystem fur
die aquiaffine Parametrisierung erfillen.

3. Logarithmische Spirale. Eine direkte Berechnung basierend auf (4.17) impliziert, dass die
Geschwindigkeit des akkumulierenden zentrumsaffinen Bogens in Bezug auf den sich

andernden Polarwinkel y aus (4.7) die folgende Konstante dyca/dy =1 +y 2 ist. Ohne
1
Einschrankung der Allgemeinheit ﬁya. Der Ausdruck fir den Logarith
+y

y = mic Spirale (4.7) wird

1 1
x(yca) =const - exp ¥ 1+y2 yca cos 1+y2 yca

1 1 (4.19)
y(yca) = const - exp ¥ T+y2 ycasin T+2yca.

Die logarithmische Spirale erfiillt das System (4.18) fir y=+ 5+ 2 § 5. Dies sind die
gleichen y wie im Fall der affinen Gruppe!

4.4 Euklidische Gruppe

Euklidische Koordinatentransformationen sind dreiparametrisch und haben die Form:

xl=xcos(y)yysin(y)+ayl=x
1= W) ){'y W) +ay (4.20)
sin(y) +ycos(y) +b )
Die Geschwindigkeit des sich ansammelnden euklidischen Bogens, der eine Standardvorstellung
der Tangentialgeschwindigkeit ist, deren Integral gleich der Lange der gezeichneten Flugbahn
ist, wird wie folgt berechnet:

. — P
gyeu =Xy 2 + yy . (4.21)
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Das System (3.7) fur n = 3 in der Ebene wird

Wy2 Y
xS 132 g ox X (4) 2y Y (8) + 2x X (5) + 2y Yy (5) = const, .
- 4.22

2x +3y2=1.

Die Differenzierung wird beziglich des Euklidischen Bogens yeu durchgefihrt. Die
Ergebnisse fur mogliche Lésungen (Parabel, Kreis, logarithmische Spirale) sind wie folgt:

1. Parabel. Gleichung (4.21) impliziert, dass die Koordinaten einer mit euklidischer
Lange parametrisierten Parabel bis zur euklidischen Transformation aus den
folgenden beiden Gleichungen abgeleitet werden: yeu(x) = 0,5x yzx +1+05In(x+y +
1)%y(x) = x 2/2. Diese Ausdriicke erflllen nicht das System (4.22) und daher minimiert
eine Bewegung mit konstanter euklidischer Geschwindigkeit entlang der Parabel
den Ruck nicht. Das gleiche Ergebnis kann auch aus der Tatsache geschlossen
werden, dass sich die Flughahn des Zeichnens einer Parabel mit konstanter
aquiaffiner Geschwindigkeit (die den Ruck minimiert) von der Flugbahn des
Zeichnens derselben Form mit konstanter euklidischer Geschwindigkeit
unterscheidet, natlrlich auch die Dauer beider Flugbahnen sind gleich.

2. Kreis. Eine Bewegung mit konstanter euklidischer Geschwindigkeit entlang eines
Kreises ist aquivalent zu einer Bewegung mit konstanter Winkelgeschwindigkeit

und daher auch einer Bewegung mit konstanter gleichaffiner Geschwindigkeit. Damit
ist das System (4.22) fur Kreise erfullt.

3. Logarithmische Spirale. Eine direkte Berechnung basierend auf (4.7) und (4.21)
impliziert, dass die Geschwindigkeit der Akkumulation der euklidischen Bogenlange

in Bezug auf den sich andernden Polarwinkel ¥ der folgende Ausdruck dyeu/dy2 exbyy)ist

Ohne Einschréankung der Allgemeinheit y = In T_yz.yeu /y. Die Ausdriicke

sion fir die logarithmische Spirale (4.7) wird
y

X(yeu) = const - =——Vyeu cos In
(yew y 142 y 1+y2

yeu /y
(4.23)

y(yeu) = const - y —Pyeu sin In f"%yeu 1y .
y2 Yy 1+y2

1+

1 Die logarithmische Spirale erfullt das System (4.22) fury =+ . D@e Werte y 5 von
unterscheiden sich von den Werten von y in Fallen, in denen gleichaffine, affine

oder zentralaffine Bogen mit konstanter Geschwindigkeit akkumuliert werden,
wahrend die Kostenfunktion minimiert wird.

4.5 Pseudolésungen

Ich nenne Pseudoldsung eine Vektorfunktion, die die obere Gleichung des Systems (3.7)
erfullt, aber nicht die untere Gleichung des Systems. In
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Mit anderen Worten: Die Vektorfunktion stellt fir eine gegebene geometrische Parametrisierung
keine Kurve dar. Beispiel 3.2 demonstrierte eine Vektorfunktion, die ist

eine Losung in &quiaffiner Parametrisierung und nur eine Pseudoldsung in einer Menge
anderer Parametrisigrungen. Offenbar gibt es noch mehr solcher Beispiele. Wann

y=+5+2y5(die gleichen Werte von y wurden bei logarithmischen Messungen erhalten
Spirale parametrisiert mit affinen oder zentrumsaffinen Bdgen) die folgenden zwei Vektoren

Funktionen:
X0) = cos(y) cosh(yy) (4.24)
y(y) = sin(y) cosh(yy) ,
X(y) = cos(y) sinh(yy) (4.25)

y(¥) = sin(y) sinh(yy) ,

erfillen die obere Gleichung im System (3.7), stellen aber keine Kurve dar
parametrisiert durch eines der oben genannten (&quiaffinen, affinen, zentralaffinen,
Euklidische) Parametrisierungen.

4.6 Zusammenfassung bekannter planarer Lé6sungen und einiger
Pseudol6sungen

Die Ergebnisse von Abschnitt 4 fir die Kandidatenldsungen und Pseudolésungen in 2
Abmessungen und Ordnung der Flugbahnglatte n = 3 sind in der Tabelle zusammengefasst

2.
Objekt Invarianz Gleichaffin Affin Zentrumsaffiner fuklidianer
Bogen Bogen Bogen Bogen
Parabel Affin Beliebig Nicht relevant Keiner Keiner
Kreis - Euklidisch Beliebig Beliebig Beliebig Beliebig
- Einheitliche Skalierung
Logarithmisch - Eullidische Spirale Wenn § = Wenf ¥ = Wenn § = Wern y =
(4.7) ,Cosh- - Einheitliche Skalierung +3/y7+5+ 2y 5+5+ 2y 5+1/Vy|5
Spirale® (4.24) Pseudo-
Sinh- Pseudolésunig  Pseudolésung Pseudoldsung Losung
Spirale* (4.25) Pseudo-
Pseudolésunlg  Pseudoldsung Pseudolésung Lésung

Tabelle 2: Bekannte Lésungen und zwei Pseudoldsungen des Systems (3.7) und
(3.8)) in der Ebene fur die Ordnung der Flugbahnglatte n = 3 und geometrische
Parametrisierungen, die in der affinen Gruppe und drei ihrer Untergruppen invariant sind. Invarianz von

die Klasse der Kurven und der Wert des Parameters y der logarithmischen Spirale sind
angegeben.
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4.7 Ausreichender Zustand

Die hinreichende Bedingung (3.9), dass eine Kurve zur in (3.4) definierten Mehge A™ gehort,
ist fir Parabeln und Kreise erfillt. Fir logarithmische Spiralen ist die ausreichende
Bedingung nur fur einen Teil der y -Werte aus Tabelle 2 erfiillt, wie in Tabelle 3 gezeigt.
Logarithmische Spiralen mit y -Werten in Tabelle 3 sind Losungen des Minimierungsproblems
(3.2) mit Randbedingungen1l (sie kénnen Losungen des Minimierungsproblems ohne
Randbedingungen sein, dies wurde jedoch nicht bewiesen. Fir logarithmische Spiralen,
deren y- Werte nicht in Tabelle 3 vorkommen, sollten andere Tests durchgefiihrt werden,

um festzustellen, ob sie tatsachlich zur Menge A™ gehoren

n, L.
Gleichaffin Affin Zentrumsaffiner|Euklidianer
Bogen Bogen Bogen Bogen
|V | 3y 7 V5iy595i|95 1/V5

Tabelle 3: Logarithmische Spirale mit den Werten von y in der Tabelle erfillen die
ausreichende Bedingung (3.9) fur das Optimierungsproblem (3.2) mit Randbedingungen.

5 Lésungen im Weltraum zur Parametrisierung mit
Aquiaffiner 3D-Bogen

Aquiaffine Transformationen von Koordinaten im Raum umfassen 11 unabhéngige
Parameter und haben die Form:

x1=y11x+yl2y+y13z+ayl= y11y11y13
Y2 1x+y22y +§y23z+bz1=V3 y21921y23 =1. (5.1)
1x +y32y+y33z+c, y31y31y33

Die Geschwindigkeit des sich akkumulierenden raumlichen &quiaffinen Bogens wird wie folgt berechnet [64]:

.. 16
w  ox X
yyead = Wy J (5.2)
5y z Z
System (3.7) fur n = 3 im Raum wird
N 4 Wy2,y2+z . . . . .
y X +J V2X X (4)y 2y .,y (4)y 2z ,z (4) + 2x yx (5) + 2y yy (5) + 2z z(5) = const,
¥ x » X x "
.9 _
[
z , Z 2

(5.3)

11Die notwendigen Bedingungen (3.7), (3.8) werden von den Lésungen beider Optimierungen erfillt
Probleme: 1) mit Randbedingungen (3.2) und 2) ohne Randbedingungen (3.3).
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oder nach Differenzierung beider Seiten der oberen Gleichung in (5.3)
Xyx (6) +yyy (6) +zy '2(6) =0,
yx oo, x ox (5.4)
""" =1.

TR Yy z

Die Differenzierung wird in Bezug auf den rdumlichen aquiaffinen Bogen durchgefihrt
T
yea3 = ¥y ea3(y)dy . (5.5)

0
Die folgenden beiden Kurven sind bekannte Lésungen des Systems (5.4).

1. Die parabolische Schraubenlinie [52] wird mit einem raumlichen &aquiaffinen Bogen bis zu
einer raumlichen aquiaffinen Transformation wie folgt parametrisiert:

X =yea3
y=yea32/2z= (5.6)
yea3 3/6 .

Offensichtlich ist die parabolische Schraubenlinie eine invariante L6sung unter beliebigen
raumlichen &quiaffinen Transformationen. Die Klasse der parabolischen Schraubenlinien

ist unter beliebigen raumlichen affinen Transformationen invariant.

2. Die elliptische Schraubenlinie wird mit einem raumlich gleichaffinen Bogen bis zu a parametrisiert
rdumliche &quiaffine Transformation wie folgt:

X =y cos yy1/3yeal3y =y sin
y y1/3yeald z = § y1/3yea3d . (5.7)

Raumliche euklidische Transformationen und raumlich gleichmafige Skalierung
elliptischer Schraubenlinien stellen ebenfalls Losungen des Systems (5.3) dar. Beliebige
aquiaffine Transformationen der elliptischen Schraubenlinie der Form (5.7) sind nicht
unbedingt Losungen des Systems (5.3).

Ausreichende Bedingung (3.9) fur das Optimierungsproblem mit den Grenzen (3.2) 12+3y 6
ist fur die parabolische Schraubenlinie erfillt, wenn yea3 auRerhalb des Intervalls 123 : 0 -

liegt. Die elliptische Schraubenlinie gehort zur Klasse der Lésungen des Optimierungsproblems
mit Randbedingungen, da sie die ausreichende Bedingung (3.9) erfullt.

6 weitere Falle

Bestimmte Losungen fir eine Reihe spezifischer Falle der Gleichung wurden oben betrachtet:
Dimension L = 2, 3; Glatte der Flugbahn (in der Ordnung 3); Und
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Parametrisierung in 4 Geometrien. Erstens kann es fir die betrachteten Gleichungen
mehrere Lésungen geben. Zweitens kdnnen andere Falle der Gleichung, z. Wenn die
Ordnung der Flugbahngléatte n = 4 ist, konnten sowohl bekannte Lésungen fir n = 3 als
auch andere Losungen vorhanden sein. Bei aquiaffiner Parametrisierung sind alle
Parabeln und Kreise Losungen fur den Fall n =4, genau wie im Fall von n = 3. Allerdings
Ldsung aus der Klasse der logarithmischen Spiralen (mity = i(41’:4 y 97).))
unterscheidet sich von der logarithmischen Spirale, die eine Losung fir den Falln=3

(y = x3/y 7) darstellt. Die Betrachtung von Gleichungssystemen unter verschiedenen
Kombinationen von Dimension, Glétte der Flughahn und geometrischer Parametrisierung
kdnnte zu weiteren Lésungen fuhren, deren Eignung als geometrische Bewegungsprimitive
weiter analysiert werden kann.

7 Nachwort

Die folgende Einsicht eines prominenten Mathematikers des 20. Jahrhunderts, Andrey

Kolmogorov, nahm die Idee der Existenz geometrischer Bewegungsprimitive vorweg

[38]: ,,Wenn wir uns der menschlichen Aktivitat zuwenden — bewusst, aber nicht den

Regeln der formalen Logik folgend, also intuitiv.“ oder halbintuitive Aktivitat, zum

Beispiel auf motorische Reaktionen, werden wir herausfinden, dass die hohe Perfektion

und Schérfe des Mechanismus der kontinuierlichen Bewegung auf den Bewegungen

des kontinuierlichen geometrischen Typs beruht ... Man kann jedoch davon ausgehen,

dass dies nicht der Fall ist ein radikaler Einwand gegen diskrete Mechanismen.

Hochstwahrscheinlich wird die Intuition kontinuierlicher Kurven im Gehirn auf der Grundlage des diskreten Mechanismus
Meiner Ansicht nach bedeutet Kolmogorovs Idee, dass die Darstellung von Kurven

im Gehirn auf geometrischen Grundelementen basiert, die Teil der ,,diskreten

Mechanismen* sind. Die Art und Weise, die , kontinuierlichen Kurven im Gehirn*

darzustellen, die tatsachlich aus geometrischen Grundelementen bestehen, kénnte

tber die Planung von Flugbahnen hinausgehen und auch Wahrnehmungsprozessen

und geometrischer Vorstellungskraft entsprechen. Dariiber hinaus vermute ich, dass

sich auf einer bestimmten hierarchischen Ebene kognitiver Prozesse die , diskreten

Mechanismen* komplexer Bewegungen und Sprache Gberschneiden. Beobachtungen

einer niedrigdimensionalen Darstellung von Kritzelbewegungen von Affen mit

parabolischen Grundelementen und einer belohnungsbezogenen Verkettung parabolischer Segmente zu komplexen Flugb

ANHANGE
Eine Ableitung von Satz 3.1

Gegeben ist die geometrische Parametrisierung y einer Kurve. Die Regel y(t) zum
Akkumulieren von y mit der Zeit entlang der Kurve ist streng monoton und so oft wie
notig differenzierbar. Beachten Sie, dass zwischen t und y eine Eins-zu-eins-Entsprechung
besteht . Definieren Sie fur die Funktion y(t) ¥ [0, ¥] eine Umkehrfunktion t=y(y) y [0, T ].

12Ubersetzt aus dem Russischen von FP.
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Es wird folgende Notation verwendet:
D
vV Y groa Y YOI t=y () .
YO =)
Weiterhin wird fur eine differenzierbare Funktion f folgende auf der Kettenregel basierende
Eigenschaft verwendet : o
D ay - ddf(y) y vy f)

%‘(y(t)) - at —y viy, dy d§— (A1)
wobei Prim die Differenzierung nach y bezeichnet. So lauten beispielsweise zwei
Ableitungen héherer Ordnung von y nach der Zeit:

2T _ D D
w = w(y) y FTFRAU) T g o) TV V(A2
t=y(9) t=y(9) Y
D? )
i =) =¥ di3 t=5) vdyow =V, = g2 w.

Ohne Einschrankung der Allgemeinheit werden weitere Herleitungen fur Trajektorien
in 2 Dimensionen implementiert. Ableitungen fur die Trajektorien in 3 oder héheren
Dimensionen sind identisch. Betrachten Sie also Jy(rL, n) aus (3.1) mit L =2 und
verwenden Sie (A.1), um Variablenanderungen zu implementieren:

T
2 2
. d nx(y (1)) dny(y(®) -
(2, n) = dtn " dtn de= (A-3)
0
1odmx@) . dny@w) o=
Y dtn dtn
0 t=y(y)
y
1 .
Vln(x x(n), x", ..., Viiuy' ..oy vovy, .., v(nyl)dy,
0

wobei In den mit y parametrisierten Ausdruck bezeichnet :

2 2
d nx@(t d ny (¥t
my n>;(t>;( ) % : (A.4)
t=9()

Zum Beispiel:
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Beispiel A.1. Im Fall n = 3 gilt:

T v
2 1 vz 52
y(r2, 3) = (X2+ | Hdt= 7 X+ W6+
0 0
L2424+ 22v y2y2+y 2
9(x w +(x i FB(X,Yx +y, Yy v aw +

3
2(X X YTy, IY Y IV +6(X XY +y,y Y )vwjdy =
y
1

T B XYY XYYV YT YTV VY Vi) d
0

mit w, jaus (A.2). Yy

Ich nédhere mich den Optimierungsproblemen (3.2) und (3.3) mit einer Standardmethode
aus der Variationsrechnung, der Euler-Poisson (EP)-Gleichung mit Lagrange-Multiplikator

(z. B. [23]). Der Lagrange-Multiplikator (y) wird verwendet, um sicherzustellen, dass
y .
dy
Geschwindigkeit der Lichtbogenakkumulation ist méglich: V—_ T.
0

y(In/v) D @(ni)) 2T y(ni) gvy
- DALY - CALLLAY) S N A A LA R AL
EP(In/v) = W e Wy 2 7 .. (A.5)
. o™ y(n/v) +§ vyl
HyDnyl dyny1l yv(ny1) yv v
=v(2ny3)(.. ) +v@nyd)(.. ) +... +V ()
-
2ny2 y _
+v (G —— e =0.
(.)+y W v (A.6)

Alle Ableitungen von v in Ausdricken in den Klammern (.. .) in (A.6) haben eine Ordnung,
die niedriger ist als die Ordnung der Ableitung von v, die die Klammern multipliziert.
ey Beachten Sie, dass der Term in (A.6) den Wert der Geschwindigkeit hoch 2n ¥y 2 darstellt und nicht

die Reihenfolge der Ableitung. Also der Ausdruck

2ny2v . y 1
ItV Y

yv v

ist der einzige Teil von (A.6), der keine Ableitungen von v enthéalt. Bezeichnen wir mit pn
den Ausdruck in den Klammern multipliziert mit v, sodass dlzréyEuI,er-Pmsson-GIelchung
(A.6) wie folgt umgeschrieben werden kann:

s|<

EP()=v(2ny3)(...)+v(2ny4)(...)+...+V I (...)+v2ny2un +y

(A7)
Jetzt als

Beispiel A.2. Betrachten wir den Fall des Minimum-Jerk-Kriteriums, also der Glatte 3.
Ordnung. Verwendung von Ableitungen, die mit den Ableitungen identisch sind, die in verwendet werden
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[52] lautet die Euler-Poisson-Gleichung entsprechend (A.6) wie folgt:

R N O A aD &
4+v (V% 43V Y 2, X () g 2y, y (4) + 2x X (5) + 2y y(5))+nyL - =0.

Hier
WV2.,y2+ . "
pa=x YT v @yayy@raxx@ ey 1Oy
Das gewlinschte v fiir die optimale Lésung ist gemaR (3.4) konstant.
Daher sind alle Ableitungen von v Null und die Euler-Poisson-Gleichung fiir das
gewlnschte v reduziert sich auf Folgendes:

yo_
vany2uny - =0.

Wie oben erwahnt, sind v, y konstant, daher gilt unter der Annahme v = 0, was
offensichtlich geschieht,
pn = konst. (A.8)

Vorschlag A.3.

2 2
un = ™ " y+y  Y2xOYDX (0+D) *y (ny)y (n+1)  +2x (92X (0+2) +y (ny2)y (n+2)

+o +H(DNYL - 2xYx (2nY1) +y 'y (@nyl)

oder formeller

2 nyl
w=x @ my+y 242 G1)ix yi)x (n+) (i) (n+) +yy ,(A.9)

i=1
Dies ist die zweidimensionale Version der oberen Gleichung im System (3.7).

Nachweisen. Um den Ausdruck fur pun zu finden , filhren Sie die Differentiation in der
Euler-Poisson-Gleichung (A.5) durch. Offenbar ist das Argument des Kostenfunktionals
aus (A.3),

dnx@®)  °, dnygm)
dtn dtn

kann in den x- und y- Teil zerlegt werden und daher ist auch das Funktionsargument In der
Euler-Poisson-Gleichung zerlegbar:

T d m;(z](t)) + 8 n);(ti(t)) (A.10)
=y (9)
Das Ergebnis der Differenzierung im x -Teil
- A
In, x — dn (A.11)

=)
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ist identisch mit dem Ergebnis der Differenzierung im y- Teil In, i L
t=y(y)
bis zum Namen des Arguments (x wird durch y ersetzt ).
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit fuhre ich den Beweis also nur fir den x- Teil durch

und muss diesen beweisen

2 y
) ) y1  dnx@y( -
EyP) —— =EYP T 4o .
v yt=y(9)
w2z x N g ax (nyayx (n+1) + 2x (g2 (n42) + .+ FLNYL - 2x yx (2ny1)
' y 1
LA GRS VA G S Y () (..)+yx yT v

Wenn das Ergebnis fir den y- Teil mit (A.12) identisch ist und die x- Terme ordnungsgeman durch
die oben beschriebenen y- Terme ersetzt werden, impliziert dies sofort die Gleichheit (A.9), die ich
beweise.

Nun wird der Ausdruck fir d nx(y(t))/dtn umgeschrieben und mit § parametrisiert.
Zeitableitungen von x(y(t)), parametrisiert durch ¥ , werden wie folgt berechnet:

_ dx dy
VI t=U) o ¥ =xv
y1t=9) Wi )
ooy =V =X,V 24X W
X t=y(y) Xy t=9() X
— _ .3 B . 2 .
wexl =) =gy Y 3,V 2V XYLV Y24V (X ),

Das lasst sich durch Induktion zeigen
N
d nx(y(t nyl=
v

o x (ny(kyL)v (ky1) (n) + xv + AT TR

t=y(y) k=2 i,j>0
(A.13)
Mit (. . .) bezeichnete und mit v (i)v (j) in (A.13) multiplizierte Ausdriicke sind in unseren
Ableitungen irrelevant, da ihr Beitrag zur In, x- Annahme ~ Wird unter dem auf Null gesetzt
einer konstanten Geschwindigkeit (v = const) beitragt.
Ausdruck (A.13) impliziert fur die quadrierte Ableitung:

2 N 2
d nx(y(t , e VXU (D) 4y () (A14)
dtk B — K :
t=y(y) -
* VO (= v Gy
i[>0 i[>0
v 22 N, 2ux(n o XOS0SDY G9)

k=2

(A.12)
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Also fir In, x aus (A.11)
| 2 j N
DX o= ) Lp.y WP (0 XYYV (51) 4 v 6 () as)
v k=2 k i,j>0
und die Euler-Poisson-Gleichung (A.6) fur In, x/v lautet wie folgt:
. 2
In, x ooy 1 any2 N oo, N D ey Ny (9D
(EV P) y =YXy T T @y X y2 W XX
N D2
+2 —— vz () (Y2
3 dy2
N gyl .
. 2092 (n) v - .
JINvl - 2 - — X'X + v -
+yNy1 -2 N gyl MUSR
2
y 1 2ny2 )
VOG- )+yxyv™ 7 +@ny 1y X *
i>0
N N gyt
o . ang2v - (N) o (nY(ky1))
2 k=2 (yl)kyl k dyky]_ X X : (A.16)

Die Werte der Binomialkoeffizienten in (A.16) bilden ein Stiick eines Pascal-Dreiecks ohne
zwei Zahlen am Rand. Eine Eigenschaft des Pascal-Dreiecks, die ich an anderer Stelle vorstelle,
impliziert dies

2ny2 N 2 N kvt N ky1

ny: . 2ny2 (kY _
@ny v x®™ 20 gt e v (N veyD) =

k=2
N . . .
e My ox () (n+1) + 2x (92)x (142) + .. .+ 1Ny - 2x §x (2n1)
und so
In, x _ y 1 2ny2 N ) ;
EyP) Vi oo = v Y x® g o myx (n+1) +
i>0 w

2x(Ny2)x (N+2) 1+ (yL)ny1 - 2x yx (2ny1) .

Damit ist der Beweis von Satz A.3 abgeschlossen, was bedeutet, dass Satz 3.1 wahr ist.
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