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Kapitel 3

VORWARTSKINEMATIK: DIE
DENAVIT-HARTENBERG
KONVENTION

In diesem Kapitel entwickeln wir die Vorwarts- oder Konfigurationskinematikgleichungen fur starre
Roboter. Das Problem der Vorwartskinematik befasst sich mit der Beziehung zwischen den einzelnen
Gelenken des Robotermanipulators und der Position und Ausrichtung des Werkzeugs oder Endeffektors.
Formeller ausgedriickt besteht das Problem der Vorwartskinematik darin, die Position und Ausrichtung
des Endeffektors anhand der Werte fiir die Gelenkvariablen des Roboters zu bestimmen. Bei den
Gelenkvariablen handelt es sich um die Winkel zwischen den Gelenken bei Revolut- oder
Rotationsgelenken und um die Gelenkverlangerung bei Prismen- oder Schiebegelenken. Dem Problem
der Vorwartskinematik ist das Problem der Umkehrkinematik gegentiberzustellen, das im nachsten
Kapitel untersucht wird und bei dem es um die Bestimmung von Werten fiir die Gelenkvariablen geht,
die eine gewiinschte Position und Ausrichtung fur den Endeffektor des Roboters erreichen.

3.1 Kinematische Ketten

Wie in Kapitel 1 beschrieben, besteht ein Robotermanipulator aus einer Reihe von Gliedern, die durch

verschiedene Gelenke miteinander verbunden sind. Die Gelenke konnen entweder sehr einfach sein, wie

zum Beispiel ein Drehgelenk oder ein Prismengelenk, oder sie konnen komplexer sein, wie zum Beispiel ein Kugelgelenk.
(Denken Sie daran, dass ein Drehgelenk wie ein Scharnier ist und eine relative Drehung um eine einzelne

Achse ermoglicht, wéhrend ein prismatisches Gelenk eine lineare Bewegung entlang einer einzelnen

Achse, namlich Ausfahren oder Einfahren, zulasst.) Der Unterschied zwischen den beiden Situationen

besteht darin, dass in Im ersten Fall hat das Gelenk nur einen einzigen Bewegungsfreiheitsgrad: den

Drehwinkel im Fall eines Drehgelenks und den Betrag der linearen Verschiebung im Fall eines

Prismengelenks. Im Gegensatz dazu hat ein Kugelgelenk zwei Freiheitsgrade. In diesem Buch wird

durchgehend davon ausgegangen, dass alle Gelenke nur einen einzigen Freiheitsgrad haben. Beachten Sie, dass die Annahme
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bedeutet keinen wirklichen Verlust an Allgemeingltigkeit, da Gelenke wie ein Kugelgelenk (zwei
Freiheitsgrade) oder ein sphérisches Handgelenk (drei Freiheitsgrade) immer als eine Abfolge von
Einzelgraden betrachtet werden kénnen. Freiheitsgelenke mit Verbindungsgliedern der Lange Null dazwischen.

Unter der Annahme, dass jedes Gelenk einen einzigen Freiheitsgrad hat, kann die Wirkung jedes
Gelenks durch eine einzige reelle Zahl beschrieben werden: den Drehwinkel im Fall eines Drehgelenks
oder die Verschiebung im Fall eines Prismengelenks gemeinsam. Das Ziel der Vorwartskinematikanalyse
besteht darin, die kumulative Wirkung des gesamten Satzes von Gelenkvariablen zu bestimmen.
In diesem Kapitel werden wir eine Reihe von Konventionen entwickeln, die ein systematisches Verfahren
zur Durchfiihrung dieser Analyse bieten. Es ist nattrlich moglich, eine Vorwartskinematikanalyse auch
ohne Beriicksichtigung dieser Konventionen durchzufiihren, wie wir es in Kapitel 1 fiir das Beispiel eines
planaren Manipulators mit zwei Gliedern getan haben. Die kinematische Analyse eines Manipulators mit
n-Links kann jedoch auRerst komplex sein und Die im Folgenden eingefiihrten Konventionen
vereinfachen die Analyse erheblich. Darliber hinaus fiihren sie zu einer universellen Sprache, mit der
Roboteringenieure kommunizieren kénnen.

Ein Robotermanipulator mit n Gelenken hat n + 1 Glieder, da jedes Gelenk zwei Glieder verbindet.
Wir nummerieren die Gelenke von 1 bis n und die Verbindungen von 0 bis n, beginnend mit der Basis.
Nach dieser Konvention verbindet das Gelenk i den Link i § 1 mit dem Link i. Wir gehen davon aus, dass
die Position des Gelenks i in Bezug auf das Glied i y 1 feststeht. Wenn das Gelenk i betéatigt wird, bewegt
sich das Glied i. Daher ist Link 0 (das erste Link) fest und bewegt sich nicht, wenn die Gelenke betatigt
werden. Natirlich kénnte der Robotermanipulator selbst mobil sein (z. B. konnte er auf einer mobilen
Plattform oder einem autonomen Fahrzeug montiert sein), aber wir werden diesen Fall in diesem Kapitel
nicht betrachten, da er durch leichte Erweiterung der Techniken leicht gehandhabt werden kann hier
vorgestellt. th Mit

demii joint, wir assoziieren eine gemeinsame Variable, die mit gi bezeichnet wird . Bei einem
Drehgelenk ist gi der Drehwinkel und bei einem Prismengelenk ist i die Gelenkverschiebung:

X yi : Gelenk i umlaufend
Qi= ) - ; : (3.1)
di: Gelenk i prismatisch

Um die kinematische Analyse durchzufiihren, befestigen wir starr an jedem Glied einen Koordinatenrahmen.
Insbesondere fiigen wir oixiyizi dem Link i bei. Dies bedeutet, dass unabhangig von der Bewegung deSRoboters
ausgefuhrt wird, sind die Koordinaten jedes Punktes auf der Verbindung i konstant, wenn sie im i-
Koordinatenrahmen ausgedriickt werden. Wenn auBerdem das Gelenk i betétigt wird, erfahren das
Verbindungsglied i und sein befestigter Rahmen, oixiyizi , eine resultierende Bewegung. Der Rahmen 00x0y0z0,
der an der Roboterbasis befestigt ist, wird als Inertialrahmen bezeichnet. Abbildung 3.1 veranschaulicht
die Idee, Rahmen im Fall eines Ellenbogenmanipulators starr an Gelenken zu befestigen.

Nehmen wir nun an, dass Ai die homogene Transformationsmatrix ist, die die Position und
Ausrichtung von oixiyizi in Bezug auf 0iy1xiy1lyiy1ziy1 ausdriickt. Die Matrix Ai ist nicht konstant,
sondern variiert, wenn sich die Konfiguration des Roboters &ndert. Die Annahme, dass alle Gelenke
entweder rotierend oder prismatisch sind, bedeutet jedoch, dass Ai eine Funktion nur einer einzigen
Gelenkvariablen ist, namlich qgi . Mit anderen Worten,

Ai = Ai(qi). (3.2)
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Abbildung 3.1: Am Ellenbogenmanipulator befestigte Koordinatenrahmen.

Nun wird die homogene Transformationsmatrix, die die Position und Orientierung von ojxjyjzj in
Bezug auf oixiyizi ausdriickt , vereinbarungsgemaf Transformationsmatrix genannt und mit T j
bezeichnet . Aus Kapitel 2 sehen wir das

Ti = Ai+1Ai+2 ... Ajj1Aj, wenni<j =1,

T, wenni=jy1 (3.3

TJ =(T ’

) wennj>i.

Aus der Art und Weise, wie wir die verschiedenen Rahmen starr an den entsprechenden
Verbindungen befestigt haben, folgt, dass die Position jedes Punktes auf dem Endeffektor,
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Die Matrix Ri gyjickt die Orientierung von ojxjyjzj relativ zu oixiyizi aus und wird durch die
Rotationsteile der A-Matrizen als gegeben

R, =R [, ~~'Rin1 3.8)
Die Koordinatenvektoren o grgeben sich rekursiv durch die Formel
_ 1
oj TO0p1 * R Q;yy (3.9)

Diese Ausdriicke werden in Kapitel 5 ntitzlich sein, wenn wir Jacobi-Matrizen untersuchen.

Im Prinzip reicht es, die Kinematik weiterzuleiten! Bestimmen Sie die Funktionen Ai(gi) und
multiplizieren Sie sie nach Bedarf miteinander. Es ist jedoch mdglich, durch die Einfuhrung weiterer
Konventionen, wie etwa der Denavit-Hartenberg-Darstellung einer Verbindung, ein erhebliches Ma3
an Straffung und Vereinfachung zu erreichen, und dies ist das Ziel des restlichen Kapitels.

3.2 Denavit Hartenberg-Vertretung

Obwohl es mdglich ist, die gesamte Analyse in diesem Kapitel mit einem beliebigen Rahmen
durchzufiihren, der jedem Link beigefugt ist, ist es hilfreich, bei der Auswahl dieser Rahmen
systematisch vorzugehen. Eine haufig verwendete Konvention zur Auswahl von Referenzrahmen

in Roboteranwendungen ist die Denavit Hartenberg- oder DH-Konvention. In dieser Konvention wird
jede homogene Transformation Ai als Produkt von vier Grundtransformationen dargestellt

ausgedriickt in Rahmen n, eine Konstante ist, unabhéngig von der Konfiguration des Roboters. Al = Rotz yiTransz,diTransx,aiRotx,yi (3.10)
Bezeichnen Sie die Position und Ausrichtung des Endeffektors in Bezug auf das Tragheits- oder _Cyiysyio0cyioo 1000 100ai010 10 000
%, n Basissystem durch einen Dreiervektor (der die Koordinaten des Ursprungs des Endeffektorsystems = y 0 syi0 010 y Y0100 oo i cyi ysyi 0 0 syi cyi y
Basisrahmen) und der 3 x 3 Rotationsmatrix RO- n, in Bezug auf das Tréagheits- oder Basissystem angibt) und definieren Sie die homogene Transformation 001 001von00 0010 0000
Matrix g yo1 y y 0001 vy 1y
H= RO, Ogp cyi ysyi cyi syi syi aicyi syi cyi cyi
01 ' @4) = ycyisyiaisyidiocyiol

Dann sind die Position und Ausrichtung des Endeffektors im Inertialsystem gegeben durch
H=T 7 =A1(q1) --An(gn). (3.5)
Jede homogene Transformation Ai hat die Form

iy1
Riy1 o

Ai= o s (3.6)

Somit

Ri i

T, =A+l-- A= 0j01

@7

syi
y 0 0 y
wobei die vier GroRen Vi yi Paramietdr sind, die der Verbindung i und dem Gelenk i zugeordnet sind.
Die vier Parameter ayunddfi,in (3.10) erhalten im Allgemeinen die Namen Verbindungslange,
Verbindungsdrehung, Verbindungsversatz bzw. Gelenkwinkel. Diese Namen leiten sich von

bestimmten Aspekten der geometrischen Beziehung zwischen zwei Koordinatensystemen ab, wie weiter unten deutlic

Da die Matrix Ai eine Funktion einer einzelnen Variablen ist, stellt sich heraus, dass drei der oben
genannten vier GréRen fir eine bestimmte Verbindung konstant sind, wéhrend der vierte Parameter,
yi fur ein Drehgelenk und di fur ein Prismengelenk, die Gelenkvariable ist .

Aus Kapitel 2 geht hervor, dass eine beliebige homogene Transformationsmatrix durch sechs
Zahlen charakterisiert werden kann, beispielsweise drei Zahlen zur Angabe der
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Abbildung 3.2: Koordinatensysteme, die die Annahmen DH1 und DH2 erfullen.

vierte Spalte der Matrix und drei Euler-Winkel, um die obere linke 3 x 3-Rotationsmatrix anzugeben. In
der DH-Darstellung hingegen gibt es nur vier Parameter. Wie ist das mdglich? Die Antwort ist, dass
der Rahmen i zwar starr mit der Verbindung i verbunden sein muss, wir aber bei der Wahl des
Ursprungs und der Koordinatenachsen des Rahmens erhebliche Freiheit haben. Beispielsweise ist es
nicht erforderlich, dass der Ursprung oi des Frames i am physischen Ende der Verbindung i platziert
wird. Tatsé&chlich ist es nicht einmal notwendig, dass der Frame i innerhalb der physischen Verbindung
platziert wird; Rahmen i kénnte im freien Raum liegen — solange Rahmen i fest mit Link i verbunden
ist. Durch eine geschickte Wahl des Ursprungs und der Koordinatenachsen ist es moglich, die Anzahl
der benétigten Parameter von sechs auf vier (in manchen Féllen sogar weniger) zu reduzieren. In
Abschnitt 3.2.1 zeigen wir, warum und unter welchen Bedingungen dies mdéglich ist, und in Abschnitt
3.2.2 zeigen wir genau, wie die Koordinatenrahmenzuweisungen vorgenommen werden.

3.2.1 Existenz- und Einzigartigkeitsfragen

Offensichtlich ist es nicht méglich, eine beliebige homogene Transformation mit nur vier Parametern
darzustellen. Daher beginnen wir damit, zu bestimmen, welche homogenen Transformationen in der
Form (3.10) ausgedriickt werden kdnnen. Angenommen, wir erhalten zwei Frames, die mit den Frames
0 bzw. 1 bezeichnet werden. Dann gibt es eine eindeutige homogene Transformationsmatrix A, die die
Koordinaten von Frame 1 in die von Frame 0 Gibernimmt. Nehmen wir nun an, dass die beiden Frames
zwei zusatzliche Merkmale haben, namlich:

(DH1) Die Achse x1 steht senkrecht zur Achse z0
(DH2) Die Achse x1 schneidet die Achse z0

wie in Abbildung 3.2 dargestellt. Unter diesen Bedingungen behaupten wir, dass es eindeutige Zahlen
a, d,y, Yy gibt, so dass

A = Rotz,yTransz,dTransx,aRotx,y. (3.11)
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Da y und y Winkel sind, meinen wir natirlich, dass sie innerhalb eines Vielfachen von 2y eindeutig
sind. Um zu zeigen, dass die Matrix A in dieser Form geschrieben werden kann, schreiben Sie A als

0

- RO ol
A= 011 (3.12)
und ri bezeichne die i T Spalte der Rotationsmatrix RO 1 . Wir werden nun das untersuchen

Implikationen der beiden DH-Einschrankungen.

Wenn (DH1) erfillt ist, dann ist x1 senkrecht zu z0 und wir haben x1 - z0 = 0. Wenn wir diese
Einschrankung in Bezug auf 00x0y0z0 ausdriicken und dabei die Tatsache nutzen, dass r1 die
Darstellung des Einheitsvektors x1 in Bezug auf Frame 0 ist, erhalten wir erhalten

0=x1 00,4 (3.13)
T

=[r11, r21,131] -[0,0, 1]T (3.14)

=r31. (3.15)

Dar31 =0, missen wir jetzt nur noch zeigen, dass es eindeutige Winkel ¥ und y gibt, so dass
cy ysycy sysy
RY  =RxyRxy = sy cycy yeysy 0 (3.16)
127 sy cy yy.
Die einzige Information, die wir haben, ist, dass r31 = 0, aber das reicht aus. Erstens: Da jede Zeile und
Spalte von RO eine Einheitslange haben muss, impliziert r31 = 0 dies

2
2en*tr =1,=
2ptrdy 1 (3.17)

Daher gibt es eindeutige ¥, ¥, so dass

(111, 121) = (c§, s9), (133, 132) = (cf, ). (3.18)

Sobald y und y gefunden sind, ist es Routine, zu zeigen, dass die verbleibenden Elemente von RO,die in (3.16)
gezeigte Form haben miissen, indem man die Tatsache nutlzli,sa%gﬁ@°lati°”5matrix-

Als nachstes bedeutet Annahme (DH2), dass die Verschiebung zwischen 00 und ol als lineare
Kombination der Vektoren z0 und x1 ausgedriickt werden kann. Dies kann als o1 = 00 + dz0 + ax1

geschrieben werden. Auch hier kénnen wir diese Beziehung in den Koordinaten 00x0y0z0 und ausdriicken
wir erhalten

0,; 0=00 +dz §+ax0, (3.19)
0 0 o
= Y0 +d 0 +a sy (3.20)
y 0 vy YYl vy YYO vy
acy
= Y oasy (3.21)
d
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Wenn wir die obigen Ergebnisse kombinieren, erhalten wir (3.10) wie behauptet. Wir sehen also, dass
vier Parameter ausreichen, um jede homogene Transformation zu spezifizieren, die die Einschrankungen
(DH1) und (DH2) erfillt.

Nachdem wir nun festgestellt haben, dass jede homogene Transformationsmatrix, die die obigen
Bedingungen (DH1) und (DH2) erfiillt, in der Form (3.10) dargestellt werden kann, kénnen wir tatsachlich
jede der vier GroRen in (3.10) physikalisch interpretieren. Der Parameter a ist der Abstand zwischen den
Achsen z0 und z1 und wird entlang der Achse x1 gemessen. Der Winkel  ist der Winkel zwischen den
Achsen z0 und z1, gemessen in einer Ebene normal zu x1. Der positive Sinn fur y wird von z0 bis z1 durch
die Rechte-Hand-Regel bestimmt, wie in Abbildung 3.3 dargestellt. Der

zi ziyl

ziy1
Xiy1

Abbildung 3.3: Positiver Sinn fur yi und i .

Parameter d ist der Abstand zwischen dem Ursprung 00 und dem Schnittpunkt der x1 -Achse mit z0 ,
gemessen entlang der z0 -Achse. Schlief3lich ist § der Winkel zwischen x0 und x1 , gemessen in einer
Ebene normal zu z0. Diese physikalischen Interpretationen werden sich bei der Entwicklung eines
Verfahrens zur Zuweisung von Koordinatenrahmen, die die Einschrankungen (DH1) und (DH2) erfiillen,

als nutzlich erweisen, und wir richten unsere Aufmerksamkeit nun auf die Entwicklung eines solchen Verfahrens.

3.2.2 Zuweisung der Koordinatenrahmen

Fur einen gegebenen Robotermanipulator kann man immer die Frames 0, wéhlen. .., n so, dass die beiden
oben genannten Bedingungen erfiillt sind. Unter bestimmten Umsténden erfordert dies die Platzierung
des Ursprungs oi des Rahmens i an einer Stelle, die intuitiv méglicherweise nicht zufriedenstellend ist,
aber normalerweise ist dies nicht der Fall. Beim Lesen des folgenden Materials ist es wichtig zu bedenken,
dass die Auswahl der verschiedenen Koordinatenrahmen nicht eindeutig ist, auch wenn sie durch die
oben genannten Anforderungen eingeschréankt werden. Daher ist es moglich, dass verschiedene
Ingenieure unterschiedliche, aber gleichermafen korrekte Koordinatenrahmenzuordnungen fir die
Verbindungen des Roboters ableiten. Es ist jedoch sehr wichtig zu ) wird unabhéngig davon gleich sein
beachten, dass das Endergebnis (d. h. die Matrix T der Zuweisung von Zwischenverbindungsrahmen
(unter der Annahme, dass die Koordinatenrahmen fiir Verbindung n tibereinstimmen). Wir beginnen mit

der Ableitung des allgemeinen Verfahrens. Wir werden dann diskutieren verschiedene haufige Sonderfélle,
in denen es méglich ist, die homogene Transformationsmatrix weiter zu vereinfachen.
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Beachten Sie zunachst, dass die Wahl von zi willkirlich ist. Insbesondere aus (3.16) sehen wir, dass
wir durch geeignete Wahl von yi und Vi jede beliebige Richtung fur zi erhalten kénnen . Daher weisen wir
fir unseren ersten Schritt die Achsen z0, zu. .., zny1 auf eine intuitiv ansprechende Weise. Insbesondere
weisen wir zi als Betatigungsachse fiir Gelenk i + 1 zu. Somit ist zO die Betatigungsachse fiir Gelenk 1, z1
die Betatigungsachse fuir Gelenk 2 usw. Es sind zwei Falle zu beriicksichtigen: (i ) Wenn das Gelenk i + 1
drehbar ist, ist zi die Rotationsachse des Gelenks i + 1; (ii) wenn das Gelenk i + 1 prismatisch ist, ist zi die
Translationsachse des Gelenks i+1. Auf den ersten Blick mag es etwas verwirrend erscheinen, zi mit dem
Gelenk i + 1 zu verkniipfen, aber denken Sie daran, dass dies der Konvention entspricht, die wir in
Abschnitt 3.1 aufgestellt haben, namlich dass das Gelenk i in Bezug auf den Rahmen i fixiert ist und dass

das Gelenk i betatigt wird , verknupfe i und den daran befestigten Rahmen, oixiyizi , erlebe eine resultierende Bewegung.

Sobald wir die Z-Achsen fiir die Verbindungen festgelegt haben, erstellen wir den Grundrahmen. Die
Wahl des Untergestells ist nahezu beliebig. Wir kénnen den Ursprung o0 des Basisrahmens als einen
beliebigen Punkt auf zO wahlen. Wir wahlen dann x0, y0 auf beliebige Weise, solange der resultierende
Rahmen rechtshandig ist. Dadurch wird Frame 0 eingerichtet.

Sobald Frame 0 festgelegt ist, beginnen wir mit einem iterativen Prozess, in dem wir Frame i mithilfe
von Frame i ¥ 1 definieren, beginnend mit Frame 1. Abbildung 3.4 wird fiir das Versténdnis des Prozesses
hilfreich sein, den wir jetzt beschreiben.

Abbildung 3.4: Denavit-Hartenberg-Rahmenzuordnung.

Um den Rahmen i einzurichten, miissen drei Falle betrachtet werden: (i) die Achsen ziy1, zi
sind nicht koplanar, (ii) die Achsen ziy1, zi schneiden sich (jii) die Achsen ziy1, zi sind parallel.
Beachten Sie, dass in beiden Fallen (ii) und (iii) die Achsen ziy1 und zi koplanar sind. Diese

Situation kommt tatsachlich recht haufig vor, wie wir in Abschnitt 3.3 sehen werden. Wir betrachten nun jeden diese

(i) ziy1 und zi sind nicht koplanar: Wenn ziyl und zi nicht koplanar sind, dann existiert ein eindeutiges
Liniensegment senkrecht zu ziy1 und zi, so dass es beide Linien verbindet und eine minimale Lange hat.
Die Linie, die diese gemeinsame Normale zu ziy1 und zi enthalt, definiert xi
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und der Punkt, an dem diese Linie zi schneidet, ist der Ursprung oi . Konstruktionsbedingt sind beide
Bedingungen (DH1) und (DH2) erfuillt und der Vektor von oiy1 nach oi ist eine Linearkombination von ziy1 und
xi . Die Spezifikation des Rahmens i wird durch die Auswahl der Achse yi zur Bildung eines rechten Rahmens
vervollstandigt. Da die Annahmen (DH1) und (DH2) erfullt sind, hat die homogene Transformationsmatrix Ai
die Form (3.10).

(ii) ziy1 ist parallel zu zi: Wenn die Achsen ziy1 und zi parallel sind, dann gibt es unendlich viele gemeinsame
Normalen zwischen ihnen und Bedingung (DH1) spezifiziert xi nicht vollstandig.

In diesem Fall kénnen wir den Ursprung oi an einer beliebigen Stelle entlang von zi wéahlen . Oft wahlt man oi,
um die resultierenden Gleichungen zu vereinfachen. Die Achse xi wird dann entweder so gewahlt, dass sie
entlang der gemeinsamen Normalen von oi nach ziy1 zeigt , oder als das Gegenteil dieses Vektors. Eine tbliche
Methode zur Auswahl von oi besteht darin, die Normale, die durch oiy1 verlauft, als xi- Achse zu wéhlen; oi ist
dann der Punkt, an dem diese Normale zi schneidet . In diesem Fall wére di gleich Null.

Sobald xi festgelegt ist, wird yi bestimmt, wie Gblich durch die Rechte-Hand-Regel. Da die Achsen ziy1 und zi
parallel sind, ist i in diesem Fall Null.

(iii) ziy1 schneidet zi: In diesem Fall wird xi normal zur Ebene gewahlt, die durch zi und ziy1 gebildet wird. Die
positive Richtung von xi ist beliebig. Die natiirlichste Wahl fiir den Ursprung von oi ist in diesem Fall der
Schnittpunkt von zi und ziy1. Es reicht jedoch jeder geeignete Punkt entlang der zi -Achse aus. Beachten Sie,
dass in diesem Fall der Parameter ai gleich O ist.
Dieses konstruktive Verfahren funktioniert fir Frames 0,. .., nyl in einem n-Link-Roboter. Um die
Konstruktion abzuschlieRRen, ist es notwendig, Rahmen n anzugeben. Das endgiiltige Koordinatensystem
onxnynzn wird Gblicherweise als Endeffektor oder Werkzeugrahmen bezeichnet (siehe Abbildung 3.5). Der Ursprung

Hinweis: Derzeit wird ein 3D-Greifer ynys

gerendert...

znya

x0

Abbildung 3.5: Werkzeugrahmenzuordnung.

on wird meist symmetrisch zwischen den Fingern des Greifers platziert. Die Einheitsvektoren entlang der xn-
yn- und zn -Achse werden mit n, s bzw. a bezeichnet . Die Terminologie ergibt sich aus der Tatsache, dass die

Richtung a die Annaherungsrichtung ist, in dem Sinne, dass der Greifer typischerweise entlang der a-
Richtung an ein Objekt heranféhrt. Ebenso ist die s- Richtung die Gleitrichtung, die Richtung, entlang der die
Finger des Greifers zum Offnen und SchlieRen gleiten, und n ist die Richtung normal zur durch aund s
gebildeten Ebene.
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Bei modernen Robotern ist die endgultige Gelenkbewegung eine Drehung des Endeffektors um yn und
die letzten beiden Gelenkachsen, zny1 und zn, fallen zusammen. In diesem Fall ist die Transformation
zwischen den letzten beiden Koordinatensystemen eine Verschiebung entlang zny1l um eine Distanz dn ,
gefolgt von einer Drehung von yn im BogenmaR um zny1 (oder davor). Dies ist eine wichtige Beobachtung, die
die Berechnung der inversen Kinematik im néchsten Kapitel vereinfachen wird.

Beachten Sie abschlieRend die folgende wichtige Tatsache. In allen Fallen, unabh&angig davon, ob es sich
um ein Rotationsgelenk oder ein Prismengelenk handelt, sind die GréBen ai und yi immer fir alle i konstant
und charakteristisch fur den Manipulator. Wenn das Gelenk i prismatisch ist, dann ist yi ebenfalls eine
Konstante, wakieehdidhl€aviist das Gelenk i rotierend ist, ist di in ahnlicher Weise konstant und yi diei- ™"
Gelenkvariable.

3.2.3 Zusammenfassung

Wir kénnen das obige Verfahren basierend auf der DH-Konvention im folgenden Algorithmus zur Ableitung
der Vorwartskinematik fur jeden Manipulator zusammenfassen.

Schritt I: Lokalisieren und beschriften Sie die Gelenkachsen z0gny3.
Schritt 2: Grundrahmen aufbauen. Legen Sie den Ursprung irgendwo auf der z0-Achse fest. Die x0 und y0
Die Achsen werden zweckmaRigerweise so gewdhlt, dass sie einen rechten Rahmen bilden.

Firi=1,...,nYy 1, fuhren Sie die Schritte 3 bis 5 aus.

Schritt 3: Suchen Sie den Ursprung oi dort, wo die gemeinsame Normale von zi und ziy1 zi schneidet . Wenn
zi ziyl schneidet, orte oi an diesem Schnittpunkt. Wenn zi und ziy1 parallel sind, platzieren Sie oi an
einer beliebigen geeigneten Position entlang zi .

Schritt 4: Ermitteln Sie xi entlang der gemeinsamen Normalen zwischen ziy1 und zi durch oi oder in der
Richtung normal zur Ebene ziy1 § zi , wenn sich zij1 und zi schneiden.

Schritt 5: Legen Sie yi fest, um einen rechten Rahmen zu vervollstéandigen.

Schritt 6: Richten Sie den Endeffektorrahmen ein . Unter der Annahme, dass das n-te Gelenk drehbar ist,
setzen Sie zn = a entlang der Richtung zny1. Legen Sie den Ursprung bequem entlang der Zn-Achse
fest, vorzugsweise in der Mitte des Greifers oder an der Spitze eines beliebigen Werkzeugs, das der
Manipulator méglicherweise tragt. Setze yn = s in Richtung des Greiferschlusses und setze xn =n als
s x a. Wenn das Werkzeug kein einfacher Greifer ist, stellen Sie xn und yn bequem ein, um einen
rechten Rahmen zu bilden.

Schritt 7: Erstellen Sie eine Tabelle mit Verbindungsparameterngi, §i o yi.

ai = Abstand entlang xi von oi zum Schnittpunkt der xi- und ziy1 -Achsen. di = Abstand

entlang ziy1 von oiy1 bis zum Schnittpunkt der xi- und ziy1 -Achsen. di ist variabel, wenn das Gelenk i
prismatisch ist.

yi = der Winkel zwischen ziy1 und zi , gemessen um xi (siehe Abbildung 3.3).
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yi = der Winkel zwischen xiy1 und xi , gemessen um ziy1 (siehe Abbildung 3.3). yi ist variabel
wenn Joint i revolute ist.

Schritt 8: Bilden Sie die homogenen Transformationsmatrizen Ai, indem Sie die obigen Parameter in (3.10)

einsetzen.

Schritt 9: Form T NU =Al---An. Daraus ergibt sich dann die Position und Ausrichtung des Werkzeugs
Rahmen ausgedriickt in Basiskoordinaten.

3.3 Beispiele

In der DH-Konvention ist y der einzige variable Winkel, daher vereinfachen wir die Notation, indem wir ci fiir cos yi usw.
schreiben. Wir bezeichnen y1 + 2 auch mit y12 und cos(y1 + §2) mit c12 usw. Bei den folgenden Beispielen ist es
wichtig, sich daran zu erinnern, dass die DH-Konvention zwar systematisch ist, aber dennoch erhebliche Freiheit
bei der Wahl einiger Manipulatorparameter zulasst. Dies gilt insbesondere bei parallelen Gelenkachsen oder bei
prismatischen Gelenken.

Beispiel 3.1 Planarer Ellenbogenmanipulator Betrachten

Sie den planaren Zweigelenkarm aus Abbildung 3.6. Die Gelenkachsen z0 und z1 stehen normal auf

Abbildung 3.6: Planarer Manipulator mit zwei Gliedern. Die Z-Achsen zeigen alle aus der Seite heraus und sind in
der Abbildung nicht dargestellt.

die Seite. Wir legen den Grundrahmen 00x0y0z0 wie gezeigt fest. Der Ursprung wird am Schnittpunkt der zO
-Achse mit der Seite gewahlt und die Richtung der x0 -Achse ist vollig willkurlich. Sobald der Basisrahmen
festgelegt ist, wird der Rahmen 01x1y1z1 gemaR der DH-Konvention fixiert, wobei der Ursprung ol am Schnittpunkt

von z1 und der Seite liegt .

Der endgtltige Frame 02x2y2z2 wird festgelegt, indem der Ursprung 02 am Ende von Link 2 ausgewéhlt wird, wie gezeigt.

Die Verbindungsparameter sind in Tabelle 3.1 aufgefuihrt. Die A-Matrizen werden aus (3.10) bestimmt als
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Tabelle 3.1: Link-Parameter fir den 2-Link-Planarmanipulator.

Link ailidiyidl00yya200y
1
2

y 1
2

7 Variable

clysl0alclsl
Yc10als10010 Y

AL= 0001 ' @322)

c2ys20a2c2s2

YYc20a2s20010 VY
A2= (3.23)

y 0001 "

Die T-Matrizen sind somit gegeben durch

T) =AL (3.24)
cl2 ys12 0 alcl + a2cl2 cl2
Ys12 Oalsl+a2s12010 ¥
o 001 ' @29

y ° y

Beachten Sie, dass die ersten beiden Eintrage der letzten Spalte von f sind die x- und y-Komponenten von

der Ursprung 02 im Grundrahmen; das ist,

x =alcl +a2cl2 (3.26)
y =alsl +a2s12

sind die Koordinaten des Endeffektors im Basisrahmen. Der rotierende Teil der T-Ausrichtung des 20 gibt dem
Rahmens 02x2y2z2 relativ zum Grundrahmen.
y

Beispiel 3.2 Zylindrischer Roboter mit drei Gliedern Betrachten

Sie nun den zylindrischen Roboter mit drei Gliedern, der symbolisch in Abbildung 3.7 dargestellt ist. Wir
legen o0 fest , wie am Gelenk 1 gezeigt. Beachten Sie, dass die Platzierung des Ursprungs o0 entlang z0 sowie die
Richtung der x0 -Achse willkurlich sind. Unsere Wahl von o0 ist die nattrlichste, aber 00 kdnnte genauso gut am
Gelenk 2 platziert werden. Die Achse x0 wird senkrecht zur Seite gewahlt. Da zO und z1 zusammenfallen, wird als
Né&chstes der Ursprung ol wie gezeigt am Gelenk 1 gewahlt. Die x1- Achse verlauft normal zur Seite, wenn y1 =0,
aber ihre Richtung andert sich natiirlich, da y1 variabel ist. Da sich z2 und z1 schneiden, wird der Ursprung 02 an

diesem Schnittpunkt platziert. Die Richtung von x2 wird gewahlt
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Abbildung 3.7: Dreigliedriger zylindrischer Manipulator.

Tabelle 3.2: Verbindungsparameter fir den zylindrischen Manipulator mit 3 Verbindungen.

Link ai i diyi i1y
1 0 0 g .
2 0y90d20p g | ©
3 3 v 0

s Variable

parallel zu x1, so dass y2 Null ist. SchliefRlich wird der dritte Frame am Ende von Link 3 ausgewahlt, wie
gezeigt.

Die Link-Parameter werden nun in Tabelle 3.2 angezeigt. Die entsprechenden A- und T-Matrizen
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Sind

clys100sl
Al Y c100001d1 Y
- 001 (3.27)

0
1000

¥90010 y
0y10d200
01
1000

990100 y

001d3000

y 1 y

A2 =

_ cl0yslysld3 N
Y's10c1d3Qy10d1 Y

+d2000

TO =A1A2A3= (3.28)

Beispiel 3.3 Kugelférmiges Handgelenk

e

Zum Greifer

Abbildung 3.8: Die sphérische Handgelenkrahmenzuordnung.

Die sphéarische Handgelenkskonfiguration ist in Abbildung 3.8 dargestellt, in der sich die Gelenkachsen z3, z4, z5 bei 0
schneiden. Die Denavit-Hartenberg-Parameter sind in Tabelle 3.3 aufgefihrt. Der Stanford-Manipulator ist ein Beispiel fiir einen
Manipulator, der ber ein solches Handgelenk verfiigt. Tatséchlich gilt die folgende Analyse fiir praktisch alle sphérischen

Handgelenke.
Wir zeigen nun, dass die letzten drei Gelenkvariablen y4, §5, y6 die Euler-Winkel ¥, y bzw. y in Bezug

auf den Koordinatenrahmen 03x3y3z3 sind. Um dies zu sehen, missen wir nur rechnen
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Tabelle 3.3: DH-Parameter fiir sphérisches Handgelenk.

Link ai yi diy
oypooyy 4
5 09p0yy s
6 0 0 6§V 6
v Variable

die Matrizen A4, A5 und A6 unter Verwendung von Tabelle 3.3 und dem Ausdruck (3.10). Das gibt

c40ys40 (__)yl

A= Y s40c40 Y
= 0y100 (3.29) N
g 0001 ; &
y y
c50s50
% y Abbildung 3.9: Zylindrischer Roboter mit spharischem Handgelenk.
AS= s50yc50
= 0y100 (3:30)
y 00 01 %
g €6ys600 g Kombinieren Sie sofort die beiden vorherigen Ausdriicke (3.28) und (3.32), um den Vorwartswert abzuleiten
Kinematik als
6= s6¢c600 . @.31)
01d6
y 0001 y
Wenn man diese miteinander multipliziert, erhalt man die Ergebnisse
TO =T OT3
6 3 6 (3.33)
63
T3 - ®e 6
S = pan5AB ol (3.32)
c4c5¢6 § s4s6 § c4c5s6 § s4c6 c4s5 c4s5d6 o 3
. " mit T . X .
V' s4c5c6 + c4s6 54556 + cAC6 S4S5 S4s5d6 y 3 gegebendurch (3.28)und T ¢ gegeben durch (3.32). Daher die Vorwértskinematik davon
§s5c6 $556 5 c5d6 Manipulator wird beschrieben von
y 0 0 [ 1 y
Vergleich des Rotationsteils R3 6 Von 1;2 mit der Eulerschen Winkeltransformation (2.51) zeigt
dass V4, §/5, y6 tatsachlich als die Euler-Winkel ¥, j und y in Bezug auf identifiziert werden kénnen . €10yslysldl | CACSCEY s4s6 Y c4c5sE Y s4c6 cdsS c4sSdS .
Koordinatenrahmen 03x3y3z3. To = Y s10 cl c1d3 Y Y s4c5c6 + c4s6 ysacEs6 + cAch s4s5 sas5d6 (3)/34)
y ° 0y10d1+d2 ys5c6 s5c6 s csde
g 000 1oy 0 0 0 oy
Beispiel 3.4 Zylindrischer Manipulator mit spharischem Handgelenk 11 r12 r13 dx
Angenommen, wir befestigen nun ein kugelférmiges Handgelenk am zylindrischen Manipulator aus Beispiel 3.3.2, = y r21r22 r23 dy ¢
wie in Abbildung 3.9 gezeigt. Beachten Sie, dass die Drehachse von Gelenk 4 parallel zu z2 verlauft 31 r32 r33 dz

und fallt somit mit der Achse z3 aus Beispiel 3.3.2 zusammen. Das bedeutet, dass wir es kénnen y 0001 g
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Tabelle 3.4: DH-Parameter fir Stanford Manipulator.
rll = clc4c5c6 y cls4s6 + s1s5c6

Link di gi yi yi 0 0 y90[y d2 0 +9D y
121 = s1c4c5c6 § s154s6 § c1s5c6 1 y0
r31 = ys4c5c6 ¥ c4s6 2
3
r12 = yclc4c5s6 y cls4ch ¥ s1s5c6 san ks .
0400590y 0090y d6[0
r22 = ys1c4c5s6 § s1s4s6 + c1s5c6 5
32 = s4c5c6 § c4c6 6 oy

rl3 =clc4s5y sics

" Gelenkvariable
r23 = s1c4s5 + c1c5

r33 = ys4s5

dx = clc4s5d6 y s1c5d6 § s1d3 Wir erstellen zunachst die gemeinsamen Koordinatensysteme mithilfe der DH-Konvention, wie gezeigt. Der

dy = s1c4s5d6 + c1c5d6 + c1d3 dz = Die Verbindungsparameter sind in Tabelle 3.4 aufgefiihrt.
ys4s5d6 + d1 + d2 Es ist einfach , die Matrizen Ai zu berechnen

Beachten Sie, dass der grote Teil der Komplexitat der Vorwértskinematik dieses Manipulators aus der

Ausrichtung des Endeffektors resultiert, wahrend der Ausdruck fiir die Armposition aus (3.28) ziemlich einfach g cl 0ys100 g
ist. Die Annahme eines spharischen Handgelenks vereinfacht hier nicht nur die Ableitung der Vorwartskinematik, Al = 910 001 0s10 (3.35)
sondern wird auch das Problem der inversen Kinematik im n&chsten Kapitel erheblich vereinfachen. yO o 0

1

c20s20s20yc2

¥0010d20001 VY
o ) A2 = (3.36)
Beispiel 3.5 Stanford-Manipulator

Betrachten Sie nun den in Abbildung 3.10 gezeigten Stanford-Manipulator. Dieser Manipulator ist ein

1000
¥90100 y

A3 = .37,
001d30001 @37

g
c4 0ys400
B 9y c40s40 Y
Ad= §100001 @3.38)
0

Hinweis: Die Schulter (Prismengelenk) ist falsch montiert.
c5 0s500yc5
o oss0y100 VY
A5 = (3.39)

0 01
Abbildung 3.10: Zuordnung des DH-Koordinatenrahmens fiir den Stanford-Manipulator.

c6ys600c6000
Beispiel eines spharischen (RRP) Manipulators mit sphéarischem Handgelenk. Dieser Manipulator weist einen 26 e 1deoo1 VY
Versatz im Schultergelenk auf, der sowohl die Probleme der Vorwarts- als auch der Riickwartskinematik etwas B 0 (3.40)

erschwert. g 0 g
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ToO

s istdann gegeben als

TO = .
g =AL---A6 (3.41)
r11r12 r13 dx a3
Y r21r22123dyr31 a2
r32r33dz0001 ’
y y
Wo
r1l = c1[c2(c4c5c6 § s4s6) y s2s5c6] § d2(s4c5c6 + c4s6) r21 = s1[c2(c4c5c6
y 54s6) § 5255C6] + c1(s4c5¢6 + c4s6) 31 = §s2(c4c5c6 § s4s6) § c255¢6 r12 23,74
=c1[yc2(c4c5s6 + s4c6) + s2s5s6] § s1(Ys4c5s6
Abbildung 3.11: DH-Koordinatenrahmenzuordnung fiir den SCARA-Manipulator.
+ c4c6) 122 = ys1[yc2(c4c5s6 + s4c6 ) + s2s5s6 ] + c1(ys4c5s6 + c4c6) r32 =
$2( CAC5S6 + SACB) + C25556 13 = c1(C2c4S5 + $25) § s1s4s5 123 = 51 (C2¢4s5 + Tabelle 35: Gelenkparameter fdr SCARA.
52¢5) + c1s4s5 33 = §s2c4s5 + c2¢5 dx = (3.43) - —
Link ai yi diyio
c1s2d3 y s1d2 + +d6(clc2c4s 5 + c1c5s2 § 0 ¥ all
s1s4s5) dy = s1s2d3 + c1d2 + d6(c1s4s5 + 2 a21800y/00% 0
c2c4s1s5 + c5s1s2) dz = c2d3 00/d4y
34
+d6(c2c5 § c4s5255).
' Gelenkvariable
(3.44)
clyslOalclcl
Ys1 Oalsi010 Y
§ Al= o (3.45)
0 001 g
Beispiel 3.6 SCARA-Manipulator c2s20a2c2s2 ycz
Betrachten Sie als weiteres Beispiel fur das allgemeine Verfahren den SCARA-Manipulator in Abbildung 3.11. A2 = ¥Y0a2s200 yl 000 Y (3.46)
Dieser Manipulator, der eine Abstraktion des AdeptOne-Roboters aus Abbildung 1.11 ist, besteht aus einem RRP-Arm 01 ’
und einem Handgelenk mit einem Freiheitsgrad, dessen Bewegung eine Rolle um die vertikale Achse ist. Der erste y
Schritt besteht darin, die Gelenkachsen wie gezeigt zu lokalisieren und zu beschriften. Da alle Gelenkachsen parallel 1000
sind, haben wir eine gewisse Freiheit bei der Platzierung der Urspriinge. Der Einfachheit halber werden die Urspriinge yyo1o00 y
wie gezeigt platziert. Wir legen die x0 -Achse wie gezeigt in der Ebene der Seite fest. Dies ist vollig willkiirlich und A3 = 001d30001 @.47)
betrifft nur die Nullkonfiguration des Manipulators, also die Position des Manipulators, wenn y1 = 0. g
c4ys400c40
Die Verbindungsparameter sind in Tabelle 3.5 angegeben und die A-Matrizen lauten wie folgt. 9sa 001d40 Y
Ad= o 01 . (3.48)
0
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Die vorwartskinematischen Gleichungen sind daher gegeben durch

cl2c4 + s12s4 yc12s4 +s12¢4 0 alcl + a2c12
y s12c4 § c12s4 ys12s4 y c12c4 0 alsl + a2s12
o o y1yd3y d4
0 0 01

. (3.49)
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Kapitel 4

INVERSE KINEMATIK

Im vorherigen Kapitel haben wir gezeigt, wie man die Position und Ausrichtung des Endeffektors anhand
der Gelenkvariablen bestimmt. In diesem Kapitel geht es um das umgekehrte Problem, die Gelenkvariablen
in Bezug auf die Position und Ausrichtung des Endeffektors zu finden. Dies ist das Problem der inversen
Kinematik und im Allgemeinen schwieriger als das Problem der Vorwartskinematik.

In diesem Kapitel beginnen wir mit der Formulierung des allgemeinen Problems der inversen
Kinematik. AnschlieBend beschreiben wir das Prinzip der kinematischen Entkopplung und wie es zur
Vereinfachung der inversen Kinematik der meisten modernen Manipulatoren genutzt werden kann. Mithilfe
der kinematischen Entkopplung kénnen wir die Positions- und Orientierungsprobleme unabhéngig
voneinander betrachten. Wir beschreiben einen geometrischen Ansatz zur Losung des

Positionierungsproblems, wahrend wir die Euler-Winkelparametrisierung zur L6sung des Orientierungsproblems nutzen.

4.1 Das allgemeine Problem der inversen Kinematik

Das allgemeine Problem der inversen Kinematik lasst sich wie folgt formulieren. Gegeben sei eine
homogene 4 x 4-Transformation

Ro0

H= 1 ¥ SE@) @)

Finden Sie mit Ry SO(3) (eine oder alle) Lésungen der Gleichung

Tl@L. . an=H “.2)

T2 (@1, .., an) = A1(q1): - - An(gn). “3)

Hier stellt H die gewiinschte Position und Ausrichtung des Endeffektors dar, und unsere Aufgabe besteht
darin, die Werte fiir die Gelenkvariablen q1, zu finden. .., qn so dass T/ (q1,. .., qn) = H.
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Gleichung (4.2) fuhrt zu zw6lf nichtlinearen Gleichungen in n unbekannten Variablen, die wie folgt
geschrieben werden kénnen

Tii (GL. .., qn) = hij . 4i=1,2,3,j=1, ., (4.4

wobei sich Tij, hij auf die zw6lf nichttrivialen Eintrage von T 2 bzw. H. (Da und H (0,0,0,1) sind, sind
beziehen. Die untere Reihe yier der sechzehn Gleichungen dargestellt durch
von beiden T (4.2) ist trivial.)

Beispiel 4.1

Erinnern Sie sich an den Stanford-Manipulator aus Beispiel 3.3.5. Angenommen, die gewiinschte Position und

Die Ausrichtung des endgiiltigen Rahmens ist gegeben durch

rllri2ri3 ox

y y
H= R21 R22 R23 Oy . (4.5)
r31r32r330z0001

Um die entsprechenden Gelenkvariablen y1, y2, d3, ¥4, y5 und y¥6 zu finden , miissen wir den
folgenden simultanen Satz nichtlinearer trigonometrischer Gleichungen l6sen (vgl. (3.43) und (3.44)):

cl[c2(c4c5c6 y s4s6) § s2s5¢6] ¥ s1(s4c5c6 + c4s6) = r1l s1[c2
(c4c5c6 ¥ s4s6) § s2s5c6] + 1 (s4c5c6 + c4s6) = r21 y s2(c4c5c6 §
s4s6) y c2s5 s6 = r31 c1[yc2(c4c5s6 +
S4C6) + 5255s6] § s1(ys4c5s6 + c4c6) = r12 s1[yc2(c4c5s6 + s4c6) +
525556] + c1(ys4c5s6 + c4c6) = r22 s2(c4c5s6 + s4 ¢6 ) + c2s5s6 = r32
c1(c2c4s5 + s2¢5) § s1s4s5 =113
s1(c2c4s5 + s2¢5) + cls4s5 =123

ys2c4s5 + c2c5=r33
c1s2d3 § s1d2 + d6(clc2c4s5 + c1c5s2 y s1s4s5) = ox s1s2d3 +
c1d2 + d6(cls4s5 + c2c4s1s5 + c5s1s2) = oy c2d3 + d6(c2c5 y

c4s2s5) = 0z.

Die Gleichungen im vorherigen Beispiel sind natirlich viel zu schwierig, um sie direkt in geschlossener
Form zu I6sen. Dies ist bei den meisten Roboterarmen der Fall. Daher miissen wir effiziente und
systematische Techniken entwickeln, die die besondere kinematische Struktur des Manipulators nutzen.
Wahrend das Vorwartskinematikproblem immer eine eindeutige Losung hat, die einfach durch Auswertung
der Vorwértsgleichungen erhalten werden kann, kann es fir das inverse Kinematikproblem eine L6sung
geben oder auch nicht. Selbst wenn eine Losung existiert, kann sie eindeutig sein oder auch nicht.
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Da es sich bei diesen vorwartskinematischen Gleichungen auBerdem im Allgemeinen um komplizierte
nichtlineare Funktionen der Gelenkvariablen handelt, kann es schwierig sein, die L6sungen zu erhalten, selbst
wenn sie existieren.

Bei der Lésung des Problems der inversen Kinematik sind wir vor allem daran interessiert, eine
geschlossene Losung der Gleichungen zu finden und nicht eine numerische Lésung. Um eine Lésung in
geschlossener Form zu finden, muss eine explizite Beziehung gefunden werden:

gk = fk(h1l,. .., h34), k=1,. .., N. (4.6)

Geschlossene Lésungen sind aus zwei Grinden vorzuziehen. Erstens miissen in bestimmten Anwendungen,
wie zum Beispiel der Verfolgung einer Schweilnaht, deren Position von einem Bildverarbeitungssystem
bereitgestellt wird, die inversen kinematischen Gleichungen schnell gelést werden, beispielsweise alle 20
Millisekunden, und geschlossene Ausdriicke anstelle einer iterativen Suche zu verwenden praktische
Notwendigkeit. Zweitens haben die kinematischen Gleichungen im Allgemeinen mehrere L6sungen. Wenn

geschlossene Losungen vorliegen, kdnnen Regeln fir die Auswahl einer bestimmten Lésung unter mehreren entwickelt werden.

Die praktische Frage nach der Existenz von Lésungen fir das Problem der inversen Kinematik hangt
sowohl von technischen als auch von mathematischen Uberlegungen ab. Beispielsweise kann die Bewegung
der Drehgelenke auf weniger als volle 360 Grad Drehung beschrankt sein, so dass nicht alle mathematischen
Lésungen der kinematischen Gleichungen physikalisch realisierbaren Konfigurationen des Manipulators
entsprechen. Wir gehen davon aus, dass die gegebene Position und Orientierung so ist, dass mindestens
eine Lésung von (4.2) existiert. Sobald eine Lésung fiir die mathematischen Gleichungen gefunden ist, muss
diese weiter Gberpriift werden, um festzustellen, ob sie alle Einschrankungen hinsichtlich der Bereiche
moglicher Gelenkbewegungen erfiillt oder nicht. Fir unsere Zwecke hier gehen wir nun davon aus, dass die
gegebene homogene Matrix H in (4.2) einer Konfiguration innerhalb des Arbeitsraums des Manipulators mit
einer erreichbaren Orientierung entspricht. Dies gewéhrleistet dann, dass die erhaltenen mathematischen
Losungen erreichbaren Konfigurationen entsprechen.

4.2 Kinematische Entkopplung

Obwohl das allgemeine Problem der inversen Kinematik ziemlich schwierig ist, zeigt sich, dass es bei
Manipulatoren mit sechs Gelenken, bei denen sich die letzten drei Gelenke in einem Punkt schneiden (wie der
Stanford-Manipulator oben), maglich ist, das Problem der inversen Kinematik in zwei zu entkoppeln einfachere
Probleme, die als inverse Positionskinematik bzw. inverse Orientierungskinematik bekannt sind. Anders
ausgedriickt: Fur einen 6-DOF-Manipulator mit spharischem Handgelenk kann das Problem der inversen
Kinematik in zwei einfachere Probleme unterteilt werden, namlich erstens das Finden der Position des
Schnittpunkts der Handgelenksachsen, im Folgenden als Handgelenksmitte bezeichnet, und dann Finden der
Ausrichtung des Handgelenks.

Der Konkretheit halber nehmen wir an, dass es genau sechs Freiheitsgrade gibt und dass sich die letzten
drei Gelenkachsen in einem Punkt oc schneiden . Wir driicken (4.2) als zwei Gleichungssétze aus, die die
Rotations- und Positionsgleichungen darstellen

R%(ql,...,q6) =R 4.7)
wee(ql,. .., g6) =0 4.8)
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Dabei sind o und R die gewtinschte Position und Ausrichtung des Werkzeugrahmens, ausgedriickt in Bezug
auf das Weltkoordinatensystem. Somit sind uns o und R gegeben, und das Problem der inversen Kinematik
muss nach gl gelést werden. .., g6.

Die Annahme eines spharischen Handgelenks bedeutet, dass sich die Achsen z3, z4 und z5 bei oc
schneiden und daher die von der DH-Konvention zugewiesenen Urspriinge 04 und o5 immer im
Handgelenkszentrum oc liegen . Oft wird 03 auch bei oc sein , was fiir unsere spatere Entwicklung aber nicht
notwendig ist. Der wichtige Punkt dieser Annahme fiir die inverse Kinematik besteht darin, dass die Bewegung der
letzten drei Verbindungen um diese Achsen die Position von oc nicht verandert und die Position des
Handgelenkszentrums somit nur eine Funktion der ersten drei Gelenkvariablen ist.

Der Ursprung des Werkzeugrahmens (dessen gewiinschte Koordinaten durch o angegeben werden) wird
einfach durch eine Verschiebung des Abstands d6 entlang z5 von oc ermittelt (siehe Tabelle 3.3). In unserem
Fall sind z5 und z6 die gleiche Achse und die dritte Spalte von R driickt die Richtung von z6 in Bezug auf den
Grundrahmen aus. Deshalb haben wir

0
0o=o  +déR 0 4.9)
TER22
Damit sich der Endeffektor des Roboters an dem Punkt befindet, dessen Koordinaten durch o und die
Ausrichtung des Endeffektors durch R = (rij ) gegeben sind , ist es notwendig und ausreichend, dass die
Handgelenkmitte oc die angegebenen Koordinaten hat von
0
% =0y d6R 0 (4.10)
ITRE22
und dass die Ausrichtung des Rahmens 06x6y6z6 in Bezug auf die Basis durch R gegeben ist. Wenn die
Komponenten der Endeffektorposition o mit ox, oy, oz und die Komponenten des Handgelenkszentrums o

bezeichnet werden  © . . . . .
c werden mit xc, yc, zc bezeichnet , dann gibt (4.10) die Beziehung an

xC ox y dérl3
e = oy y d6r23 (4.12)
yyze vy yy0zy dér3  yy.

Mit Gleichung (4.11) kénnen wir die Werte der ersten drei Gelenkvariablen ermitteln. Dies hangt nur von
bestimmt die Orientierungstransformation RO , diesen ersten drei gemeinsamen Variablen ab. Aus
dem Ausdruck kdnnen wir nun die Ausrichtung des Endeffektors relativ zum Rahmen 03x3y3z3 bestimmen

R=R 3RS (4.12)

R =R DyRr=R 'R (4.13)

Wie wir in Abschnitt 4.4 sehen werden, kdnnen die endgiltigen drei Gelenkwinkel dann als Satz von Euler-
Winkeln gefunden werden, die R3 6 entsprechen . Beachten Sie, dass die rechte Seite von (4.13) vollstandig
bekannt ist, da R gegeben ist und RO herechnet werden kann, sobald die ersten drei Gelenkvariablen bekannt
sind. Die Idee der kinematischen Entkopplung ist in Abbildung 4.1 dargestellt.
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Abbildung 4.1: Kinematische Entkopplung.

Zusammenfassung

Fir diese Klasse von Manipulatoren kann die Bestimmung der inversen Kinematik durch den folgenden
Algorithmus zusammengefasst werden.

Schritt 1: Finden Sie q1, 2, g3, so dass der Handgelenkmittelpunkt oc die durch gegebenen Koordinaten hat

0
0. =0V d6R 0 (4.14)
gyl yy.

Schritt 2: Bewerten Sie RO anhand der in Schritt 1 ermittelten Gelenkvariablen 3

Schritt 3: Finden Sie einen Satz Euler-Winkel, der der Rotationsmatrix entspricht

R =R Jyr=R 'R (4.15)

4.3 Inverse Position: Ein geometrischer Ansatz

Fur die tblichen kinematischen Anordnungen, die wir betrachten, kénnen wir einen geometrischen Ansatz verwenden, um die
Variablen g1, g2, 3 zu finden , die dem durch (4.10) gegebenen o enlgprechen. Wir beschranken unsere Behandlung aus zwei
Grinden auf den geometrischen Ansatz. Erstens sind die meisten gegenwartigen Manipulatorkonstruktionen, wie bereits erwéhnt,
kinematisch einfach und bestehen normalerweise aus einer der fiinf Grundkonfigurationen aus Kapitel 1 mit einem sphéarischen
Handgelenk. Tatsachlich ist es teilweise auf die Schwierigkeit des allgemeinen Problems der inversen Kinematik zurtickzufiihren,

dass sich Manipulatorkonstruktionen zu ihrem gegenwaértigen Stand entwickelt haben.
Zweitens gibt es nur wenige Techniken, die das allgemeine Problem der inversen Kinematik fur beliebige

Konfigurationen l6sen kénnen. Da der Leser am ehesten auf Roboterkonfigurationen sto3t
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Bei der hier betrachteten Art erscheint die zusétzliche Schwierigkeit, die mit der Behandlung des
allgemeinen Falles verbunden ist, ungerechtfertigt. Zur Behandlung des allgemeinen Falles wird der Leser
auf die Verweise am Ende des Kapitels verwiesen.

Im Allgemeinen nimmt die Komplexitat des Problems der inversen Kinematik mit der Anzahl der
Verbindungsparameter ungleich Null zu. Bei den meisten Manipulatoren sind viele der ai di null, die i sind
0 oder +y/2 usw. Inshesondere in diesen Fallen ist ein geometrischer Ansatz der einfachste und natirlichste.
Wir werden dies anhand einiger wichtiger Beispiele veranschaulichen.

Gelenkkonfiguration
[
Betrachten Sie den in Abbildung 4.2 gezeigten Ellenbogenmanipulator mit den Komponenten o mal xc, yc, zc. Wir bezeichnet

projizieren oc auf die x0 § y0 -Ebene, wie in Abbildung 4.3 gezeigt.

yc

yo

Abbildung 4.2: Ellenbogenmanipulator.

Das sehen wir aus dieser Projektion
y1 = A tan(xc, yc), (4.16)

wobei A tan(x, y) die Arkustangensfunktion mit zwei Argumenten bezeichnet. Ein tan(x, y) ist fiir alle (x, y)
= (0, 0) definiert und entspricht dem eindeutigen Winkel ¥, so dass

x )
o " o ]
cosy= _ Stnde y = _— (4.17)
(X?+y2)? X*+y2) 2
Zum Beispiel: A tan(l, y1) =y 7, wahrend A tan(y1, 1) = +3y =,

Beachten Sie, dass eine zweite gliltige Losung fir y1 ist

y1 =y + A tan(xc, yc). (4.18)
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yo

o

X0
D
Abbildung 4.3: Projektion des Handgelenkszentrums auf die x0 y y0 -Ebene.
>
Nattrlich fuhrt dies wiederum zu unterschiedlichen Lésungen fiur y2 und y3, wie wir weiter unten sehen werden. &
Diese Losungen fur y1 sind giiltig, es sei denn, xc =yc = 0. In diesem Fall ist (4.16) undefiniert und . . _
der Manipulator befindet sich in einer singuldren Konfiguration, wie in Abbildung 4.4 dargestellt. In dieser Position ist die Abbildung 4.5: Ellenbogenmanipulator mit Schulterversatz.
!ZO Wo

y =Atan(xc, yc) y d (4.20)
2y=Atanr 2,d (4.21)

=Ein tan x 2+4J2yd2.d.
Die zweite Losung, die durch die in Abbildung 4.7 gezeigte Konfiguration des rechten Arms gegeben ist, ist gegeben durch
yl=Atan(xc,yc)+Atany r 2yd2,yd. (4.22)

Um dies zu sehen, beachten Sie das

RN yL=y+yy= (4.23)
Atan(xc,yc)y =y +§ (4.24)
Abbildung 4.4: Singularkonfiguration. (4,25)
Handgelenkmitte oc schneidet z0; Daher lasst jeder Wert von y1 oc fest . Es gibt also unendlich y=Atan(r 2yd2.d) (4,26)
viele Lésungen fur y1 , wenn oc z0 schneidet . (4,27)
Wenn es einen Versatz d = 0 gibt, wie in Abbildung 4.5 gezeigt, kann die Handgelenkmitte zO
nicht schneiden. In diesem Fall ergibt sich je nach Zuweisung der DH-Parameter d2 = d oder d3 =d. was zusammengenommen das impliziert
In diesem Fall wird es im Allgemeinen nur zwei Lésungen fur y1 geben. Diese entsprechen den -
sogenannten linken Arm- und rechten Armkonfigurationen, wie in den Abbildungen 4.6 und 4.7 y=Atanyr 2yd2,yd (4.28)
dargestellt. Abbildung 4.6 zeigt die Konfiguration des linken Arms. Aus dieser Abbildung sehen wir
das geometrisch dacos(y +y) =y cos(y) und sin(y +y) =y sin(y).

Um die Winkel y2, y3 fur den Ellenbogenmanipulator bei gegebenem y1 zu ermitteln, betrachten wir
yi=yyy (4.19) die durch die zweite und dritte Verbindung gebildete Ebene, wie in Abbildung 4.8 dargestellt. Seit der Bewegung von Links
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yo

Abbildung 4.6: Konfiguration des linken Arms.

Da zwei und drei planar sind, ist die Lésung analog zu der des zweigliedrigen Manipulators aus Kapitel

1. Wie in unserer vorherigen Ableitung (vgl. (1.8) und (1.9)) kénnen wir das Kosinusgesetz anwenden,
um zu erhalten

2222+sryaya23

cos y3 = ——————— (4.29)
2a2a3
2a2a3

seitr 2 5-y +J2yd 2 ynds =zc. Daher ist §3 gegeben durch

y3=AtanD,+ 1y D2. (4.30)
Ebenso ist §2 gegeben als
y2 = Atan(r, s) y Atan(a2 + a3c3, a3s3) (4.31)
= Ein tan x 2+32yd2 zcy Atan(a2 + a3c3, a3s3).

Die beiden Losungen fiir y3 entsprechen der Ellenbogen-nach-oben-Position bzw. der Ellenbogen-nach-
unten-Position.

Ein Beispiel fuir einen Ellenbogenmanipulator mit Offsets ist der in Abbildung 4.9 dargestellte PUMA.
Wie gezeigt, gibt es vier Losungen fir die Umkehrpositionskinematik. Diese entsprechen den Situationen

linker Arm — Ellenbogen nach oben, linker Arm — Ellenbogen nach unten, rechter Arm — Ellenbogen
nach oben und rechter Arm — Ellenbogen nach unten. Wir werden sehen, dass es zwei Lésungen fir die

Handgelenksorientierung gibt, sodass sich insgesamt acht Lésungen der inversen Kinematik fiir den PUMA-Manipulator ergeben.

92 KAPITEL 4. INVERSE KINEMATIK

x0

Abbildung 4.7: Konfiguration des rechten Arms.

Kugelfédrmige Konfiguration

Als néchstes |6sen wir die inverse Positionskinematik fiir einen spharischen Manipulator mit drei
Freiheitsgraden, der in Abbildung 4.10 dargestellt ist. Wie beim Ellenbogenmanipulator ist die erste
Gelenkvariable die Basisrotation und eine Lésung wird als angegeben

y1=Atan(xc, yc) (4.32)

vorausgesetzt xc und yc sind nicht beide Null. Wenn sowohl xc als auch yc Null sind, ist die Konfiguration
wie zuvor singulér und y1 kann jeden Wert annehmen.
Der Winkel y2 ergibt sich aus Abbildung 4.10 als

y
y2=Atan(r,s) +2 — (4.33)

wobei r +%/ Byl cz s =zc y d1. Wie im Fall des Ellenbogenmanipulators eine zweite Losung
gegeben ist durch

§1 =y + A tan(xc, yc); (4.34)

Der lineare Abstand d3 ergibt sich als

d3=r 2+s52 2=xc +3 2+ (zcyd1)2. (4.35)

Die negative Quadratwurzelldsung fur d3 wird vernachléssigt und somit erhalten wir in diesem Fall
zwei Lésungen fir die Umkehrpositionskinematik, solange der Handgelenkmittelpunkt z0 nicht schneidet.
Wenn es einen Versatz gibt, gibt es linke und rechte Armkonfigurationen wie im Fall des
Ellenbogenmanipulators (Aufgabe 4-12).
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z0

Abbildung 4.8: Projektion auf die Ebene, die durch die Verbindungen 2 und 3 gebildet wird.
4.4 Inverse Orientierung

Im vorherigen Abschnitt haben wir einen geometrischen Ansatz verwendet, um das Problem der inversen Position zu I6sen.
Dies gibt die Werte der ersten drei Gelenkvariablen an, die einer bestimmten Position des
Handgelenksursprungs entsprechen. Das Problem der inversen Orientierung besteht nun darin,

die Werte der letzten drei Gelenkvariablen zu finden, die einer gegebenen Orientierung in Bezug

auf den Rahmen 03x3y3z3 entsprechen. Fiir ein spharisches Handgelenk kann dies als das Problem
interpretiert werden, einen Satz von Euler-Winkeln zu finden, die einer gegebenen Rotationsmatrix

R entsprechen. Denken Sie daran, dass Gleichung (3.32) zeigt, dass die fur das sphéarische

Handgelenk erhaltene Rotationsmatrix dieselbe Form wie die Rotation hat Matrix fiir die Euler- Abbildung 4.9: Vier Losungen der inversen Positionskinematik fur den PUMA-Manipulator.
Transformation, angegeben in (2.52). Daher kdnnen wir die in Abschnitt 2.5.1 entwickelte Methode verwenden, um die drei Gelenkwinkel des spharischen Handgelenks zu ermitteln.

Insbesondere I6sen wir mithilfe der Gleichungen (2.54) — (2.59) nach den drei Euler-Winkeln ¥, y, y

und verwenden dann die Abbildung

LEFT and BELOW Arm RIGHT and BELOW Arm

y4 =,
¥5=9, 96

=y. Tabelle 4.1: Verbindungsparameter fiir den Gelenkmanipulator aus Abbildung 4.2.

Link ailyi di 3fi 0 90/d1 y § 1

Beispiel 4.2 Gelenkmanipulator mit spharischem Handgelenk Die DH-

Parameter fur die in Abbildung 4.2 gezeigte Rahmenzuordnung sind in Tabelle 4.1
zusammengefasst. Durch Multiplikation der entsprechenden Ai- Matrizen erhait man die Matrix RO
fur den Gelenk- oder Ellenbogenmanipulator as ' Variable

1 a2d0y yl2
23 | a3doyy 3

clc23 ycl1s23 sl
Rg = $1¢23 51523 ycl (4.36)
gy s23 c23 0 yy.
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Die anderen Lésungen erhalt man analog. Wenn s5 =0, dann sind die Gelenkachsen z3 und z5
kollinear. Dies ist eine singulare Konfiguration und nur die Summe ¥4 + y6 kann bestimmt werden. Eins

Die Losung besteht darin, ¥4 willkiirlich zu wahlen und dann y6 mithilfe von (2.62) oder (2.64) zu bestimmen.
y

Beispiel 4.3 Zusammenfassung der Ellenbogenmanipulatorlésung
Um die vorangegangene Entwicklung zusammenzufassen, schreiben wir eine Lésung fur die Umkehrung auf

¥e Kinematik des in Abbildung 4.2 gezeigten Ellenbogenmanipulators mit sechs Freiheitsgraden
0 keine Gelenkversatze und ein kugelformiges Handgelenk.
Y Gegeben
o _ R11R12R13 .
0= Y oje Y R= Y porrezres Y (4.45)
y ooz Vi ¥ R31R32R33 y
dann mit
Xc=oxy dérl3 (4.46)
. ) ; =oyy = 4.47
Abbildung 4.10: Sphérischer Manipulator. yc=oyy dér23 zc ( )
0z § d6r33 (4.48)
Die Matrix R3 s = A4ABAG ist gegeben als ein Satz von DH-Gelenkvariablen ist gegeben durch
CAC5C6 § 5456  CAC5S6 § SAC6 CAS5 1= A tan(xc, yc) (4.49)
R3 = Y g4c506 + c4s6 §54c556 + C4C 54S5 y 4.37 . —
2 ¥ (4.37) §2 = A tan x 2+32yd2 zcy Atan(a2 +a3c3, a3s3) (4,50)
y ys5c6 s5s6 cs V.
Die Gleichung, die nun fur die letzten drei Variablen gelést werden muss, lautet daher y3=Atan D, + 1y D2 ’
T 2 2yd 2 2 2 2
R2 —r TR (4.38) wobeip= (etdc¥aFrzive Fye (4.51)
und die Euler-Winkell6sung kann auf diese Gleichung angewendet werden. Zum Beispiel die drei Gleichungen . 2a2a3
Die durch die dritte Spalte in der obigen Matrixgleichung gegebenen Werte sind gegeben durch ¥4 = A tan(c1c23r13 + s1c23r23 + s23r33,
yc1s23r13 § s1s23r23 + ¢23r33) 5 (4.52)
c4s5 = ¢1c23r13 + s1c23r23 + s23r33 (4.39)
_ . . e
s4s5 = yc1s23r13 § s1523r23 + c23r33 (4.40) =Atan s1rl3y c1r23,+ 1y (s1r13y clr23) (4.53)
c5=s1r13 y c1r23. (4.41) V6 = A tan(ys1rll + c1r21, s1rl12 y c1r22). (4.54)
Wenn also nicht beide Ausdriicke (4.39), (4.40) Null sind, dann erhalten wir y5 aus (2.54) Die anderen Lésungsmoglichkeiten bleiben als Ubung tbrig (Aufgabe 4-11). y
und (2.55) als
Beispiel 4.4 SCARA-Manipulator
y5=Atan s1r13y c1r23, £ 1y (s1r13y c1r23) : (4.42) Als weiteres Beispiel betrachten wir den SCARA-Manipulator, dessen Vorwértskinematik ist
Wenn in (4.42) die positive Quadratwurzel gewahlt wird, dann sind ¥4 und y6 durch (2.56) und (2.57) gegeben, dc.eflnler't durchﬁ aus (3.49). Die inverse Kinematik ist dann als Losungsmenge von gegeben
Die gleichung
bzw. als
. cl2c4 + s12s4 s12c4 § c12s4 Oalcl +a2cl12
y4 = A tan(c1c23r13 + s1c23r23 + s23r33, ¥ . . i ¥
s12c4 y c12s4 ycl2cd § s12s4 0 alsl + a2s12 = Ro
§c1523r13 § s1523123 + c23r33) (4.43) 0 0 y1yday da 01 : (4.55)

V6 = A tan(ys1rll + c1r21, s1r12 § c1r22). (4.44) y 0 0 01 §
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Wir stellen zuné&chst fest, dass nicht jedes mégliche H aus SE(3) eine Lésung von (4.55) zulasst,
da das SCARA nur vier Freiheitsgrade hat. Tatsachlich kénnen wir leicht erkennen, dass es keine
Losung von (4.55) gibt, es sei denn, R hat die Form

cysy 0
R= sy §cy 001 (4.56)
yy 0 yy

und wenn dies der Fall ist, wird die Summe y1 + y2 y y4 bestimmt durch
y1+y2y y4 =y =Atan(rll, r12). (4.57)

Projiziert man die Manipulatorkonfiguration auf die x0 ¥ yO- Ebene, erhalt man sofort die
Situation von Abbildung 4.11.

Abbildung 4.11: SCARA-Manipulator.

Wir sehen daraus das

y2=Atanc2,+y1yc2 (4.58)
Wo
22+ 22yay
xy 28%a2 212
2= 222 (4.59)
y1 = Atan(ox, oy) ¥ A tan(al + a2c2, a2s2). (4,60)

Wir kdnnen dann y4 aus (4.57) bestimmen als

V4=y1+y2yy (4.61)
=y1+y2 ¥ Atan(rll, r12).

SchlieBlich ist d3 gegeben als

d3 =0z + d4. (4.62)



