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Resumen: Mediante métodos de relajacion se pueden obtener tensiones residuales introduciendo un corte o
agujero progresivo en una probeta y midiendo y elaborando las deformaciones o desplazamientos que se
producen en consecuencia. Si el corte puede considerarse un defecto controlado similar a una grieta,
aprovechando el principio de superposicién de Bueckner, las deformaciones relajadas pueden modelarse a
través de una integral ponderada de la tension residual aliviada por el corte. Para evaluar las tensiones
residuales, se debe resolver una ecuacion integral. Desde un punto de vista practico, la solucion suele basarse
en una técnica de discretizaciéon que transforma la ecuacién integral en un sistema lineal de ecuaciones
algebraicas, cuyas soluciones pueden obtenerse faciimente, al menos desde el punto de vista computacional.
Sin embargo, el sistema lineal a menudo esta muy mal condicionado. En este articulo, se muestra que su mal
condicionamiento es en realidad una consecuencia de una propiedad mucho mas profunda de la ecuacion
integral subyacente, que se refleja también en el entorno discretizado. De hecho, el problema original esta mal
planteado. Esta mala formulaciéon no es mas que un sofisma matematico; de hecho, también afecta
profundamente las propiedades del sistema discretizado. En particular, induce el llamado equilibrio entre sesgo
y varianza, una propiedad que afecta a muchos procedimientos experimentales, en los que el analista se ve
obligado a introducir algun sesgo para obtener una solucién que no se vea abrumada por el ruido de la
medicion. A su vez, a menos que esté respaldado por suposiciones fisicas sélidas y razonables sobre algunas
propiedades de la solucidn, el sesgo introducido es potencialmente infinito y perjudica todas las técnicas de
cuantificacion de la incertidumbre. Para respaldar estos temas, se presenta un ejemplo numérico ilustrativo
que utiliza el método de cumplimiento de grietas (también conocido como corte longitudinal) . La disponibilidad
check for de la funcién de peso de la mecanica de fractura elastica lineal para el problema permite una formulacion
updates completamente analitica de la ecuacion integral original mediante la cual se evita el sesgo debido a la aproximacion nume
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Cuando se miden las tensiones generadas por cargas externas que actian sobre un

componente, rara vez se dispone de una técnica para medir directamente las tensiones. Mucho mas
comunmente, se realiza una medicién indirecta, por ejemplo registrando los campos de deformacion
producidos por la aplicacion de cargas externas con respecto a una configuracion donde se supone
(a veces implicitamente) que estan ausentes [1]. Por ejemplo, las galgas extensométricas miden
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deformaciones referidas al momento de su pegado; Ademas, las técnicas sin contacto como la
correlacién de imagenes digitales (DIC) [2-6] o la interferometria electronica de patron de moteado
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ese material especifico usando técnicas apropiadas. De este proceso se obtiene la deformacion
producida por las tensiones, que luego permite su calculo mediante modelos constitutivos adecuados.
Por otro lado, los métodos de relajacion recrean fisicamente un estado no estresado eliminando o
desconectando una parte del dominio del componente [12-19]. Esta accion pone ciertos componentes
de tensién a cero, provocando deformaciones mensurables que pueden correlacionarse con los
valores de tension residual que actuaban previamente. En otras palabras, el proceso tipicamente
utilizado para las tensiones producidas por cargas externas se sigue metaféricamente a la inversa,
midiendo la deformacién producida por la eliminacion de las tensiones a medir.

Por razones tecnoldgicas, a menudo es imposible acceder a todo el campo de deformacion, lo
que permitiria determinar puntualmente los campos de tensiones completos. En cambio, solo estan
disponibles las mediciones de ciertos componentes de deformacion dentro de un subdominio de la
muestra analizada a medida que avanza el proceso de corte o eliminaciéon. Cuando se utilizan galgas
extensométricas, cada rejilla proporciona una medicidon aproximadamente puntual de un Unico
componente de deformacién. En el caso de técnicas de campo completo, la deformaciéon medida es,
en el mejor de los casos, la de las superficies externas del componente, con una resolucién espacial
limitada que depende del instrumento de medicion especifico.

Gracias al principio de superposicion de Bueckner [20], todavia es posible reconstruir las tensiones
procediendo de la siguiente manera. Se supone que las tensiones residuales a medir pertenecen al
intervalo de una base funcional apropiada [21] (a menudo funciones o polinomios constantes por partes).
Luego, se aprovecha la linealidad del problema elastico para generar las historias de deformacion que
corresponden a la base de tension elegida. Finalmente, esta relacion lineal se invierte para obtener las
tensiones requeridas a partir de las deformaciones medidas.

En el caso general, el hecho de que las deformaciones producidas por métodos de
relajacion puedan calcularse sumando las contribuciones individuales de cada valor puntual del
campo de tensiones se representa mediante una ecuacion integral, cuya forma tipica es la siguiente:

h
g(h) = A(h, ) o(z) dz (1)
0

donde h caracteriza las propiedades geométricas de la desconexion del dominio (como la longitud de un
corte), mientras que z actia como una coordenada espacial en la muestra. De hecho, la ecuacion (1)
establece que, para una longitud de corte h dada, las deformaciones producidas son una suma ponderada
(con pesos denotados como A(h, z)) de las tensiones residuales que han sido relajadas por el corte, como
la La conformidad del componente depende punto por punto del lugar donde se eliminan las tensiones
[17,22-24]. A (h, z) suele denominarse funcion de influencia, funcién de calibracion o nucleo del problema;
en un entorno discreto, se convierte en lo que cominmente se conoce como la matriz de calibracién del
problema. Claramente, la forma real de la Ecuacion (1) depende del problema especifico, aunque esta
estructura matematica generalmente se mantiene.

Como es bien conocido en la literatura sobre tensiones residuales, determinar las tensiones
derivadas de las deformaciones mediante la Ecuacién (1) es un problema que desafia significativamente
la precisién de los instrumentos de medicién utilizados, ya que el calculo resultante suele ser
extremadamente sensible a errores de entrada [25]. Formalmente se diria que el problema esta muy mal condicion:

Los autores sefialaron en [26,27] que el mal condicionamiento del problema es en realidad sélo un sintoma
de otra propiedad matematica distinta (y posiblemente mas importante) llamada mal planteamiento, que se sabe
que afecta notablemente a la ecuacion (1) por la literatura matematica. Su principal caracteristica consiste en
una falta de continuidad de la solucién a partir de los datos iniciales, lo que, desde un punto de vista practico,
resulta en soluciones con errores potencialmente infinitos obtenidos a partir de instrumentos de medicién con
intervalos de confianza finitos.

En los trabajos anteriores de los autores [28-31], la discusion se centré en el método de perforacion,
donde la ecuacién coincide exactamente con la ecuacion (1). En este articulo se muestra que una clase
importante de técnicas de medicion de tensiones residuales tomadas de la mecanica de fracturas (bajo el nombre
de métodos de cumplimiento de fisuras) sufre los mismos efectos, aunque la ecuacién en la que se basan puede
parecer diferente. ligeramente diferente de la Ecuacién (1). En este sentido, el trabajo pretende mejorar la
comprension de los fundamentos matematicos en los que se basa el método.
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El trabajo esta organizado de la

siguiente manera: « En la Seccién 2, se introducen los métodos de cumplimiento de fisuras y sus
ecuaciones fundamentales , basandose en algunos conceptos basicos de la mecanica de
fracturas y llegando asi a la ecuacién del problema relativo a la reconstruccion de tensiones residuales.
En la Seccidn 3, las ecuaciones obtenidas se utilizan para ejecutar algunos experimentos numéricos que
exponen las caracteristicas peculiares de la mala postura.

En la Seccion 4, se discuten las consecuencias practicas para el analista que debe navegar en malas
posiciones en una medicién de tension residual.

2. Antecedentes teodricos 2.1.
Métodos de cumplimiento de crack

Podria decirse que una de las formas mas intuitivas de desconectar mecanicamente una parte de
un componente para un analisis de tension residual es introducir un corte, que crea dos nuevas
superficies en las que el vector de traccion se ve obligado a ser nulo. La técnica de medicién de
tensiones residuales correspondiente se llamé originalmente método de cumplimiento de grietas [16], y
so6lo en los afios siguientes pasoé a ser conocido como método de corte longitudinal [32]. Si se cumple la
linealidad del problema, también se cumple el principio de superposicion de Bueckner [20], por lo que
los campos de deformacién generados por el corte son equivalentes a los generados al aplicar tracciones
de signos opuestos a los que actuan originalmente sobre las superficies creadas (Figura 1).

w

(b)

Figura 1. Una aplicacién clasica del principio de superposicién de Bueckner. Se introduce un corte en una muestra en una
region donde estan presentes tensiones residuales de traccion. Esta accion genera campos de desplazamiento que son
equivalentes a los obtenidos con el problema de contorno elastico simple representado en la figura, donde las tracciones
aplicadas simplemente se invierten en signo. (a): Denominacion de variables geométricas: longitud de la grieta a, coordenada
espacial x y ancho de la muestra W. (b): Problema de valor limite equivalente, codificado por colores segun la magnitud de los

desplazamientos a lo largo de la cara de la grieta normal. Las tracciones se representan como flechas rojas.

Gracias a la amplia disponibilidad de analisis de elementos finitos (EF), el estado del arte de los
métodos de relajacion ha evolucionado para generar directamente la matriz de calibracion del problema
en forma discreta a través de simulaciones numéricas, como en la Figura 2, aunque este desarrollo
algunas veces puede haber llevado a pasar por alto la naturaleza matematica original del problema. Dada
su gran precision, las galgas extensométricas generalmente se colocan en la cara frontal o posterior para
registrar las deformaciones en la superficie de la muestra, en lugar de adoptar dispositivos de medicion
de desplazamiento. De todos modos, independientemente de si realmente se emplean medidas de
desplazamiento o de deformacion, se obtiene un sistema lineal. Como se explica en [26,27], lo que se obtiene es sir
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una realizacién discreta de una ecuacion integral como la ecuacion (1), que luego conserva todas sus cuestiones
fundamentales.

Antes de que los analisis de EF se convirtieran en el estandar para construir matrices de calibracion, los
métodos de cumplimiento de fisuras tenian la enorme ventaja de permitir el uso de resultados tedricos de la
mecanica de fracturas para formular las ecuaciones de resolucion del problema [33,34]. De hecho, los campos de
solucioén correspondientes a una grieta plana en un dominio semiinfinito o rectangular se encuentran entre los
resultados mas comunes de la mecanica de fracturas [35], que pueden usarse para obtener una ecuacién como la
ecuacion (1) sin recurrir a calculos numéricos. .

Por ejemplo, para una determinada traccion normal de la cara de la grieta o(x), el factor de intensidad de tension
(SIF) para un problema de valor limite 2D que contiene una grieta de longitud a se puede calcular mediante la
siguiente ecuacion [35]:

a

Kl(a) = h(a, x) o(x) dx (2)
0

donde h(a, x) es una funcién de peso (WF) que puede demostrarse que depende Unicamente de la geometria del
cuerpo fisurado. Como lo muestra Rice [36], si Kl(a) y el desplazamiento de la cara de la grieta v(a, x}—medido
desde la superficie de la grieta no deformada—son conocidos para una carga de Modo | dada, entonces h(a, x)
puede efectivamente ser calculado como

mi gv(a,
X) h(a’ X) T(I(a) da (

(©)

'
Recuerde que E. pepende de si se suponen condiciones de tension plana o de deformacion plana.

Como h(a, x) esta disponible (en el peor de los casos, a través de una expansién en serie) para muchas
geometrias 2D, se pueden emplear las ecuaciones (2) y (3) para escribir la relacién entre las tensiones residuales
deseadas y otras cantidades mensurables. Por ejemplo, a medida que se introduce progresivamente una grieta
mas larga, se puede medir el SIF mediante una técnica de eleccion (como el método fotoelastico [33]) y
correlacionarlo con o(x) a través de la ecuacién (2), que tiene en si misma una estructura matematica similar a la
ecuacion (1). De hecho, ambas son ecuaciones integrales de Volterra del primer tipo [37].

Alternativamente, se puede medir el desplazamiento de apertura de la boca de la grieta (CMOD) 2v(a, 0) y
correlacionarlo con las tensiones residuales procediendo de la siguiente manera. De la ecuacion (3), se tiene

a

v(a,0) vO(a)= o h(s, 0) Ki(s) ds (4)
Sustituyendo KiI(s) de la Ecuacion (2) y reorganizando:
1 a s
v0(a) = — h(s, 0) h(s, t) o(t) dt ds (5)
0 0
1 a S
v0(a) = h(s, 0) h(s, t) o(t) dt ds (6)
MI" o o
Entonces, se puede definir
w(a, x) h(a, 0)h(a, x) ]
y escribe
1 a s
v0(a) = W(s, t) o(t) dt ds (8)
MI 0

que es otra ecuacion integral que relaciona o(x) y la cantidad medible vO(a), aunque ligeramente mas compleja que
la ecuacion (2). La funcién central y(a, x) tiene unidades de 1/Longitud y conserva algunas propiedades de las
funciones de peso, incluida la de tener una singularidad integrable.
enx=a.

La ecuacion (8) no requiere analisis FE para identificar tensiones residuales, ya que y(a, x) generalmente esta
disponible, y es de gran importancia practica, ya que el desplazamiento de la apertura de la grieta
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Los dispositivos de medicién son instrumentos ampliamente disponibles en los laboratorios que realizan
experimentos de mecanica de fracturas. A pesar de las diferencias aparentes con la Ecuacién (1) y su
formulacion totalmente analitica, la siguiente seccion muestra que este problema aun estd mal planteado.

1234 1234 1234 1234

v0 v0 v0 v0

F.EFr

Figura 2. Procedimiento estandar utilizado para construir la matriz de calibracion en una version discretizada de la Ecuacion
(1). Para cada elemento de la base de tension elegida, que en este caso abarca el conjunto de distribuciones de tension
constantes por partes, los desplazamientos o deformaciones correspondientes que surgen de una ejecucién hipotética del
mismo proceso de medicién se simulan y registran como columnas de la matriz de calibracién. Luego, aprovechando el
principio de superposicién de elasticidad lineal, se pueden simular los desplazamientos/deformaciones correspondientes a
cualquier elemento del espacio de tensiones elegido mediante una combinacién lineal de las columnas de la matriz de

calibraciéon. Cada elemento de la base de tension es

representado con un color diferente.

2.2. Mal planteamiento

Una caracteristica peculiar de la ecuacion (8) es que actia como un filtro de paso bajo con respecto a las
oscilaciones de a(x) a lo largo de su dominio. Esto también es intuitivo desde una perspectiva fisica.
El valor del CMOD se ve minimamente afectado por las variaciones a corta escala en las tensiones aplicadas en las
caras de la grieta, ya que el principio de Saint Venant [38] asegura que las condiciones de contorno con las mismas
acciones resultantes en una escala dimensional dada generan campos de deformacion cuyas diferencias son
confinado a una regién de tamafio comparable. En consecuencia, las tracciones con comportamiento altamente
oscilatorio influyen en el CMOD principalmente a través de sus valores promediados en escalas dimensionales mas
largas, sin que los picos autoequilibrados localmente afecten el resultado.

Esta afirmacién intuitiva también tiene una explicacién matematica formal. El Riemann—
El lema de Lebesgue (ver [39]) asegura que, si y(a, x) es integrable en su dominio, entonces

a

Lim W(a, t) sen (Nt)dt =0
norte—~ 9)

a [0, amax]

De manera similar, al aplicar el teorema de convergencia dominada de Lebesgue [40], se obtiene otro
Se puede demostrar que la integracion de una funcién evanescente converge a cero cuando N — «, de modo que

a S

Lim (s, t) sen (Nt) dt ds = lim vN(a, 0)
norte—~ 0 norte— (1 0)

a [0, amax]

Esta caracteristica matematica aparentemente abstracta tiene enormes implicaciones practicas. Para
cualquier numero real positivo k, al tomar un N suficientemente grande , podemos generar una tensién residual
distribucion 5 o (x) = k sen (Nx) que tiene un efecto arbitrariamente bajo (aunque no nulo) v 5(a, 0)en
el CMOD medido. Debido a la linealidad del problema, esto implica que las muestras medidas (a, 0) y obtienen
cantidad v arbitrariamente baja difiere de la verdadera en k % otra solucion que puede ser perturbada por una

sen (Nx), que, a su vez, puede ser hecho arbitrariamente alto a través de la eleccion inicial de k.

El efecto resultante es una sensibilidad infinita con respecto a los errores de entrada: a través de
perturbaciones de medicién arbitrariamente bajas, el error de soluciéon no puede estar limitado por ningun
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desigualdad. Un problema matematico que muestra este efecto se denomina problema mal
planteado. Sin embargo, como se explicé en la Seccién 3, el problema rara vez se resuelve
analiticamente en espacios funcionales de dimension infinita, ya que el procedimiento de solucién
habitual implica una fase de discretizacion seguida de calculos numéricos.
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Figura 3. Representacion pictorica de la compensacion sesgo-varianza, que normalmente enfrenta el

analista de estrés residual al elegir el esquema de discretizacion. A medida que aumenta el nimero de

grados de libertad permitidos en la base que abarca las tensiones, la varianza de la solucién (curva verde

claro) aumenta en términos de sensibilidad a los errores de medicién. En un intento de reducir esta

sensibilidad limitando los grados de libertad, se introduce un sesgo (curva azul) en la solucién. Si tanto la
varianza como el sesgo fueran observables, se podria elegir el esquema de discretizacion que genere la

“mejor” solucion (es decir, el minimo de la curva turquesa); sin embargo, el sesgo no es directamente observable.

Al adquirir un nimero finito de puntos de medicion y representar la solucién con un niumero
finito de coordenadas, solo se resuelve una aproximacion de dimension finita del problema original.
En este nuevo problema, la sensibilidad al error no puede ser infinita (la escala dimensional de las
oscilaciones permitidas en la soluciéon no puede disminuir indefinidamente), pero puede ser lo
suficientemente alta como para desafiar la precision de los instrumentos de medicién utilizados.
Entonces se dice que el problema esta mal condicionado, lo que en este caso es sélo consecuencia de
la discretizacion de un problema mal planteado.

No obstante, la caracteristica mas distintiva de un problema mal planteado es el nivel variable
de mal condicionamiento, que depende de cuanto se parece el problema discretizado al problema
original. Cuanto mas lo hace, mas mal condicionado esta el problema obtenido; Para controlar el
mal condicionamiento, es tentador adoptar una discretizacion mas burda con sélo unos pocos
grados de libertad, pero eso conduce a la solucién de un problema sesgado. Finalmente, se define
el llamado equilibrio entre sesgo y varianza, que se muestra en la Figura 3 y se analiza en la Seccion
4 a través del experimento numérico propuesto.
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3. Investigaciones numéricas

Para combinar la discusion tedrica con un ejemplo numérico practico, se supone que la
siguiente distribucion de tension residual de traccidn esta presente en una placa larga de ancho
W como el que se muestra en la Figura 1:

X
X 525 - 5850 m w 0125
o(x) = -275+550 - 0125< & <0875  (MPa) (1)
_ X X
5325-5850 X X >0875

En la Figura 4 se presenta un gréafico de la distribucion de tensiones supuesta. La ecuacion (11) se
obtiene llevando a cabo una prueba de flexion hipotética de cuatro puntos significativamente mas alla del
limite elastico de un material que tiene un modelo constitutivo perfectamente plastico, y luego eliminando la
tensioén aplicada . carga, dejando a las tensiones residuales la tarea de mantener la planitud de la seccion. El
problema consiste en reconstruir la distribucion de tensiones residuales en el intervalo 0 < < 0,75 mediante el
método de cympgfimiento de fisuras introduciendo un corte en el
placa y midiendo el CMOD mientras avanza el corte.

Figura 4. Distribucién de tensiones residuales utilizada en el experimento numérico propuesto, definida por
la Ecuacion (11).

La funcion de influencia para este problema se toma de [41], que lo reporta como una expansion de
serie truncada:

1

i . a k.5
S Xk (12)
= W. a

h = —
@x) =N 2ma

donde F % k es una funcion algebraica adimensional, cuyos coeficientes estan tabulados en el libro. La
funcion kernel correspondiente y(a, x) = h(a, 0)h(a, x) del operador integral en la Ecuacién (8) se presenta en
la Figura 5. Al incluir las Ecuaciones (11) y (12) en la Ecuacion (8), se obtiene la CMOD tedrica 2v0(a) en
funcion de la longitud a del corte que se ha introducido en la probeta, como se muestra en la Figura 6.
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Figura 5. Grafica de la funcion kernel w(a, x), utilizada para calcular el CMOD a partir del conocimiento de las
tensiones residuales a lo largo de la fisura introducida, mediante una doble integracién. Teniendo unidades de
1/Longitud, se normaliza en 1/W. La funcion kernel se define en el dominio triangular 0 < x <a < W, y tiene una
singularidad integrable a lo largo de su diagonal x = a. Las coordenadas X e Y estan normalizadas por el ancho
de la muestra; en el grafico, tanto a como x estén limitados a 0,75 W, de forma consistente con el experimento
numeérico propuesto. El grafico de superficie esta codificado por colores segun la coordenada Z.

Figura 6. CMOD normalizada que corresponde a la distribucién de tensiones residuales definida por la
Ecuacion (11), luego de un corte progresivo de longitud normalizada a/W < 0,75 en una placa larga en
deformacion plana. Dado que el corte introducido tiene un espesor no nulo, se permite un CMOD negativo y
no genera automaticamente el cierre de la grieta. La muestra esta codificada por colores segun la magnitud
de los desplazamientos a lo largo de la cara normal de la grieta.

Como y(a, x) esta disponible en forma cerrada, la Ecuacion (8) permite calcular la CMOD
correspondiente a cualquier distribucién de tensiones residuales relajadas o(x) mediante una
doble integracion de una funcion, operaciéon que también puede ser realizado a mano, analiticamente.
Sin embargo, el problema practico radica en medir vO(a) y encontrar o(x), lo que implica una
inversion del operador definido por la ecuacion (8). Desafortunadamente, con algunas raras
excepciones, una expresion analitica de esta relacion inversa, es decir, una expresion de forma cerrada
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que permite la determinacién de o(x) a partir de vO(a), generalmente no esta disponible. Como
consecuencia, aqui también se adopta el esquema de la Figura 2 .

Se elige un espacio de tensiéon de dimension finita abarcado por una base adecuada,
luego se calcula la matriz de calibracion para el problema discretizado evaluando el CMOD
correspondiente a los elementos de la base de tensién en un namero fijo de longitudes de
corte. La unica diferencia con el estado actual de la técnica del método de corte longitudinal es
que aqui esta operacién se puede realizar analiticamente, sin recurrir a analisis FE. En términos
formales, si B = [B1(z), B2(z). . . Bn(z)] es la base n-dimensional elegiday a =[a1, a2 ...am]
es el vector de m longitudes de corte donde se prueba el CMOD, se puede definir una matriz

ai S

Ai= o o W DBi(t)dtds (13)

de modo que, para una distribucion de tensiones residuales dada o(x) = ¥ j=1 gjgj(x), se cumple la siguiente
relacion :

ai S

v(ai, 0) = 0 o (s, t) o(t) dtds

) wis, t) ¥ agjBj(t) dtds
0 =1

(14)

ai S

o o W(s, t)Bj(t)

= Z Aijojj =1

> agjj =1

Al registrar los CMOD medidos en una matriz v = [v(a1, 0), v(a2, 0). . . v(am, 0)] y recogiendo
las coordenadas de la distribucion de tensiones residuales con respecto a la base elegida o = [01,
02 . .. on], se obtiene un sistema lineal, que representa la discretizacion de la Ecuacion (8):

Ao=v (15)

Finalmente, la ecuacién (15) generalmente se resuelve en el sentido de minimos cuadrados
buscando la solucion que mejor se aproxima a las muestras de medicion registradas. De hecho, es
bastante comun explotar las ventajas estadisticas de tener mas puntos de muestreo de los
estrictamente necesarios [16].

En este analisis, se emplean dos espacios de tensiones diferentes, debido a su amplia
aplicacion en la comunidad de tensiones residuales: el espacio de funciones constantes por tramos
y el espacio de polinomios, que, respectivamente, se suelen denominar método integral [21 ]y el
método de series de potencias [42]. Para explorar el equilibrio entre sesgo y varianza, se supone un
numero fijo de 32 longitudes de corte sondadas, mientras que la dimension de la base de tensién
varia entre 1 y 32; para el método integral, esto se realiza aumentando el numero de intervalos de
célculo, mientras que para el método de series de potencias, esto se realiza agregando términos de
orden superior en la expansién polinomial.

Solo para los calculos numéricos se adopta una W = 20 mm , mientras que el error estandar
del instrumento de medicién CMOD se supone que es de 1 ym. Luego se muestrea la CMOD
verdadera, evaluada mediante la aplicacién directa de la ecuacion (8), en las longitudes de corte
sondadas y se perturba con un ruido gaussiano iid que tiene una desviacion estandar igual al error
supuesto. En total, se muestrean 1000 perturbaciones aleatorias del CMOD verdadero y se obtiene
un numero igual de resultados en términos de tensiones residuales identificadas. Ademas, para cada
esquema de discretizacion se calculan dos soluciones adicionales: *

La solucion ideal, que es la correspondiente a medidas CMOD perfectas y sin errores. « La mejor

solucion, que es el elemento de la base de tensiones elegida que mejor se aproxima a la solucion
verdadera en el sentido de minimos cuadrados.
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Todos los resultados se recogen en las Figuras 7 y 8, correspondientes respectivamente
a la aplicacion del Método Integral y el Método de Series de Potencias.

Figura 7. Resultados de los experimentos numéricos, obtenidos empleando el espacio de tensiones de
dimension finita que consta de funciones constantes por partes. En total, se generan 1000 perturbaciones
aleatorias del CMOD tedrico correspondiente a o(x) definido por la Ecuacién (11) , luego las soluciones de
tension residual se identifican invirtiendo el sistema lineal reportado en la Ecuacion (15). La mejor solucion
es la que mejor se aproxima a la solucién verdadera; la solucion ideal es la que se obtendria con
mediciones sin errores. Para discretizaciones de baja dimension, la varianza de la solucién obtenida es
pequeia, pero el espacio de tensién en si no puede representar la solucion verdadera, lo que introduce un
sesgo; es mas, la solucion ideal ni siquiera coincide con la mejor. Para discretizaciones de alta dimensién,
la solucion ideal converge a la verdadera, pero la distribucion de las soluciones obtenidas tiene una
varianza practicamente inutilizable.
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Figura 8. Resultados de los experimentos numéricos, obtenidos empleando el espacio de tensiones de dimensién finita
formado por polinomios. En total, se generan 1000 perturbaciones aleatorias del CMOD tedrico correspondiente a o(x) definido
por la Ecuacion (11) , luego las soluciones de tension residual se identifican invirtiendo el sistema lineal reportado en la
Ecuacion (15). La mejor solucién es la que mejor se aproxima a la solucién verdadera; la solucion ideal es la que se obtendria
con mediciones sin errores. Para la discretizacion de baja dimensién, la varianza de la solucién obtenida es pequefa, pero el
espacio de tension en si no puede representar la solucién verdadera, lo que introduce un sesgo; es mas, la solucion ideal ni
siquiera coincide con la mejor. Para discretizaciones de alta dimensién, la solucion ideal converge a la verdadera, pero la

distribucion de las soluciones obtenidas tiene una varianza practicamente inutilizable.

4. Discusion

Las figuras 7 y 8 ilustran el sintoma mas claro del mal planteamiento de un problema
inverso. Cuando el nimero de grados de libertad en la discretizaciéon de dimension finita es bajo,
la sensibilidad a los errores es pequena y las soluciones son sustancialmente independientes
del ruido de medicion. Sin embargo, la base elegida no es capaz de representar correctamente
la verdadera solucion, por lo que el resultado obtenido muestra un sesgo —potencialmente
peligroso cuando se trata de seguridad estructural— respecto al resultado exacto. Como se
sefala en [27], la situacién no cambia incluso cuando la solucion obtenida se interpreta como la
mejor representacion del resultado exacto dentro de la base elegida, que, en el caso del Método
Integral, coincidiria con el promedio de las verdaderas. solucidén en un subintervalo de célculo.
Como se muestra en las figuras, incluso la solucion correspondiente a mediciones sin errores
esta sesgada con respecto a la mejor representacion del resultado exacto en el espacio de dimension fin
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En un intento por reducir el sesgo, se puede aumentar el nimero de grados de libertad de modo que
la solucién de dimensioén finita sea una aproximacion practicamente razonable del espacio de dimensién
infinita original. Sin embargo, esto a su vez produce un proceso de inversion que es extremadamente
sensible a los errores de medicion, por lo tanto, una variacion de la solucién que hace que cada resultado
obtenido sea practicamente inutilizable. Esto se sabe desde hace mucho tiempo en la literatura, también
en relacion con otros métodos de relajacion que no necesariamente requieren la introduccion de un corte
similar a una grieta en la muestra [43-45]. En términos intuitivos, tener mas grados de libertad acerca el
problema discretizado a su contraparte originalmente mal planteada, que tiene una sensibilidad infinita a
los errores de entrada. Tenga en cuenta que este efecto no depende de un conocimiento imperfecto del
operador integral, como ocurre cuando se estima numéricamente [46], porque en este ejemplo, el operador
del problema directo se conoce analiticamente. Esta es la razén principal por la cual el método de
cumplimiento de grietas es particularmente instructivo en estos aspectos; no obstante, se podrian haber
hecho consideraciones similares para el método de eliminacion de capas [13] y para el método de
perforacién de Sachs [12], cuyo nucleo de integracion se conoce analiticamente.

Como se muestra en la Figura 3, el mayor problema relacionado con la mala postura es que el
sesgo no es observable. Al calcular multiples soluciones (como se hace en este caso) se puede notar
la variabilidad en la solucién con respecto al error de entrada. Debido a la linealidad de la ecuacién
(15), los errores de entrada también pueden propagarse tedricamente mediante el procedimiento de
inversion. Sin embargo, nunca se puede saber el sesgo que esta introduciendo el procedimiento de
solucién elegido; por ejemplo, una solucion constante dada puede corresponder igualmente a una
solucién de tension residual verdadera realmente constante o a una distribucién que varia
arbitrariamente y que causalmente produce la misma solucion discretizada.

Este aspecto es particularmente dramatico para construir intervalos de confianza para la
solucion. Sélo se pueden construir los intervalos de confianza relativos a la solucion ideal (es decir,
correspondientes a medidas perfectas), pero el interés practico de esta construccién es esencialmente
nulo, ya que ni siquiera se garantiza que la solucion ideal coincida con la mejor aproximacion de la
solucién ideal. solucion en el espacio elegido. El riesgo es que, en un esfuerzo por lograr intervalos de
confianza mas estrechos, el analista pueda optar implicitamente por aumentar el sesgo de la solucion
obtenida, sin que esto sea evidente en los resultados.

También existen técnicas alternativas que apuntan a regularizar el problema; es decir, reducir la
varianza de la solucion. La mas notable es posiblemente la regularizacién de Tikhonov [ 47-49]. Sin
embargo, ninguna de estas técnicas es inmune al equilibrio entre sesgo y varianza, como se analiza
en [26,27]. De hecho, también introducen un sesgo en la solucién que no puede cuantificarse a priori.

Sdlo existe una solucion a los problemas generados por el mal planteamiento de un problema
inverso y su resultante equilibrio entre sesgo y varianza: obtener informacion adicional a través de la
fisica, que es capaz de establecer a priori que la solucién debe tener una forma y/o una forma
especifica. cumplir con ciertas restricciones bien definidas. Tenga en cuenta que esta informacién no
se puede deducir unicamente mediante ecuaciones matematicas. Sélo en ese caso, al asumir un
espacio de solucién de dimension finita que cumple esas condiciones, no se introduce ningin sesgo y
cualquier cuantificacion de incertidumbres puede considerarse rigurosa. Esto equivale a afirmar que
la sensibilidad al error no deberia impulsar la eleccion del esquema de discretizacion; mas bien
deberia ser lo contrario. Los supuestos fisicos determinan el esquema de discretizacién, que luego
produce su correspondiente sensibilidad a los errores de entrada y establece requisitos para los
instrumentos de medicion. Si estos requisitos son imposibles de cumplir, la medicidn no es factible
desde el punto de vista de la ingenieria.

Por ejemplo, si algo permite al analista de tensiones afirmar que la distribucién de las tensiones
residuales es razonablemente lineal a lo largo del espesor (posiblemente causada por la restauracion
de incompatibilidades de campo lejano en el campo de desplazamiento de una viga delgada), no hay
sesgo al suponer que la solucion pertenece al espacio de funciones polinémicas de primer grado y la
varianza asociada con un numero tan bajo de grados de libertad es generalmente bastante limitada.
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5. Conclusiones

Los puntos principales del articulo se describen a continuacion:

» Se demuestra y se distingue claramente de su propiedad mas general de estar mal condicionado el problema
de reconstruir tensiones residuales a partir de mediciones del desplazamiento de apertura de grieta después
de un corte progresivo introducido en la muestra.

« A través de un ejemplo numérico, se presenta el indicador tipico de un problema mal planteado, a saber, el
equilibrio entre sesgo y varianza, junto con sus consecuencias potencialmente devastadoras sobre la
capacidad de cuantificar rigurosamente las incertidumbres. Por lo tanto, es extremadamente importante
reconocer su presencia y evitar acciones que solo mejoren aparentemente la calidad de la solucién. « Como
se destaco en trabajos anteriores de los

autores, se subraya nuevamente que ninguna maquinaria matematica puede superar permanentemente la infinita
sensibilidad a los errores de entrada que es inherente a los problemas mal planteados. La solucién debe
encontrarse en la fisica del problema, apuntando a piezas de informacién que permitan controlar la varianza
de la solucion sin introducir sesgos significativos y, sobre todo, incomputables.
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