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Abstrakt

Unter Verwendung einer Riemannschen Metrik in der speziellen Euklidischen Gruppe
definieren wir eine kinematische Metrik fiir den Raum der Kinematik von Robotermanipulatoren.
Die Metrik kann als Instrument fir den kinematischen Entwurf und die Leistungsbewertung von
Robotermanipulatoren verwendet werden.

Schliisselworter: Kinematik, Exponentialkoordinaten, Riemannsche Metrik, Geodaten,
Tschebyscheff-Metrik, Ndherung.

1. EINLEITUNG

Das unverzichtbare Element der optimalen Auslegung der Kinematik von Robotermanipulatoren
ist das Bewertungsverfahren. Die Bewertung der Kinematik sollte eine kinematische
Praferenzordnung festlegen und schliel3lich zur Auswahl optimaler Designs fuhren.

Mehrere kinematische Leistungsindizes, die in der Roboterliteratur behandelt werden,

befassen sich genau mit der Bewertungsfrage; vgl. zB (Yoshikawa 1985, Klein und Blaho

1987, Park und Brockett 1989).

Das Thema dieser Arbeit kann auch als Beitrag zum Bestand an Bewertungswerkzeugen fir

die Kinematik von Robotermanipulatoren betrachtet werden. Genauer gesagt schlagen wir

vor, die Bewertung der Kinematik auf einem Abstandsmal (einer Metrik) zwischen Kinematiken
zu stitzen. Zu diesem Zweck betrachten wir Kinematik als kontinuierliche Abbildungen vom
kompakten inneren (Gelenk-)Raum X in den Raum der aufReren Positionen und Orientierungen
des Effektors, identifiziert mit der speziellen euklidischen Gruppe SE(3). Unsere Konstruktion
einer kinematischen Metrik ist Standard; Es liefert eine Metrik, oft auch Tschebyscheff - Metrik
Karten C’genannt, fiir die Menge der kontinuierlichen (X, SE(3)) von 3) und d : SE(3) x SE(3)

in SE(3). Wenn also f yy Rist die Metrik

in SE(3) durch die Riemannsche Metrik definiert ist, dann ist die Tschebyscheff-Metrik

definiert als y(f y, fyy) = maxxyX d(f y (x), fyy(x)) . Es sollte jedoch zugegeben werden, dass
unsere Konstruktion, obwohl sie gut motiviert ist und zu berechenbaren Formeln fihrt, nicht
die einzig mdgliche ist, da es keine natirliche Riemannsche Metrik fiir SE(3) gibt. Detaillierte
Argumente fir die in diesem Artikel verwendete Riemannsche Metrik werden in Abschnitt 2 dargelegt.
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Nachdem Sie eine metrische Struktur in C eingefuhrto(x, SE(3)) sind wir nicht nur in der Lage

haben, messen Sie den Abstand zwischen zwei Kinematiken, berlicksichtigen Sie aber auch die folgende Kinematik
Approximationsproblem. Finden Sie bei gegebener vorgeschriebener kinematischer O(X, SE(3)),
Leistung f ¥ C und einer Familie von Kinematiken kv , die von geometrischen Parametern vy V
(Abmessungen von Verbindungen, Verdrehungswinkeln, Verschiebungsparametern, (Paul 1981))
abhangig sind, die beste kinematische Naherung fir f im Sinne von metrisch y .

Als natiirlichen Zwischenschritt zur Definition der Metrik im Satz der Roboterkinematik haben wir explizite
Formeln fir Exponentialkoordinaten und fur die Metrik d in SE(3) gefunden.

Die letzte Metrik definiert den Abstand zwischen zwei Punkten in SE(3) als gleich der minimalen Lange
einer Kurve, die die Punkte verbindet. Die hier betrachtete Metrik in SE(3) ahnelt dem in (Taylor 1983)
eingefihrten MaR fiir Verschiebungs- und Rotationsabweichungen, fihrt jedoch zu gréReren
Abstandswerten, die die intrinsische geometrische Struktur von SE(3) genauer widerspiegeln. Die
Konstruktion dieser Metrik ergibt auch einen spezifischen Ansatz zur Trajektorienplanung fir die Punkt-
zu-Punkt-Steuerung von Robotermanipulatoren im AuRenraum, der auf der Verfolgung einer geodétischen
Verbindung zweier Punkte in SE(3) beruht. Ein &hnlicher Ansatz zur Flugbahnplanung im Innenraum

eines Manipulators wurde in (Shin und McKay 1986) beschrieben.

In (Tcho’n und Dul,eba 1991) wurde ein Algorithmus vorgestellt, der Exponentialkoordinaten in SE(3) zur
Erzeugung von (geodatischen) Trajektorien minimaler LAnge im Arbeitsbereich des Manipulators
verwendet.

Der Aufsatz ist wie folgt aufgebaut. In Abschnitt 2 fiihren wir grundlegende mathematische Konzepte
ein, wie eine Definition der kinematischen Metrik, exponentielle Koordinaten in SE(3), linksinvariante
Riemannsche Metriken in SE(3), Geodéten und eine durch die Riemannsche induzierte Metrik in SE(3).
Struktur. Wir formulieren auRerdem eine Liste von Anforderungen, die eine ,vernunftige* Riemannsche
Metrik auf SE(3) erfiillen sollte, und treffen eine spezifische Auswahl der Metrik. Abschnitt 3 enthalt die
wichtigsten Ergebnisse. Wir geben dort eine explizite Formel fur Exponentialkoordinaten in SE(3) an,
definieren ihren Definitionsbereich und stellen einen lokalen Ausdruck fir die Metrik in SE(3) bereit. In
Abschnitt 4 berechnen wir die kinematische Metrik fur sechs beispielhafte Kinematiken, einschlielich
des PUMA 600-Manipulators. Abschnitt 5 enthélt eine Skizze zukiinftiger Roboteranwendungen der
Metrik. Der Artikel endet mit Abschnitt 6, der sich mit den Recheneigenschaften der kinematischen Metrik
befasst. Die Bedeutung symbolischer Berechnungen wird anerkannt und rechnerisch nachvollziehbare
Schatzungen der Metrik in SE(3) vorgeschlagen.

2 GRUNDKONZEPTE

Wir werden die Kinematik starrer Robotermanipulatoren mit n Freiheitsgraden betrachten, die mit
prismatischen oder rotierenden Gelenken ausgestattet sind. Eine solche Kinematik kann mathematisch
als kontinuierliche Karte dargestellt werden

k : Xyy SE(3), (1) wobei Brockett 1984, Loncaric 1985). Unter

Berticksichtigung physikalischer Bewegungsbeschrankungen an den Gelenken kommen wir zu dem
Schluss, dass der Innenraum X eine kompakte Teilmenge von Rn ist . Lassen Sie uns einen
Basiskoordinatenrahmen fiir den Manipulator festlegen. Dann kann die Gruppe SE(3) als halbdirektes
Produkt von Rotationen und Translationen bezliglich des Basissystems ausgedriickt werden, also SE(3)
y=S0O(3) x R3 . Hier bezeichnet SO(3) die spezielle orthogonale Gruppe in R3, also die
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Gruppe aller 3 mal 3 Matrizen R mitdet R=1und R - RT =13, R3 ist die Gruppe der
Ubersetzungen in R3 . GemaR der bekannten Matrixdarstellung ist jedes Element von RT 0 1

SE(3) kann als eine 4 x 4-Matrix der Form betrachtet werden mit Ry SO(3),

TyR3, (Paul 1981) . Gegeben sei eine Konfiguration x y X des Manipulators, die Kinematik
R(x) T(x)01 .
k(x) = () T(x) bedeuten, dass der Effektorkoordinatenrahmen um verschoben wurde
T(x) bezuglich des Grundrahmens, wahrend seine Ausrichtung durch R(x) beschrieben wird.
Mit Kn sei die Menge aller Kinematiken (1) mit n Freiheitsgraden bezeichnet. Offensichtlich bezieht
sichKny Cn = O(X, SE(3)) — die Menge der kontinuierlichen Karten von X in SE(3). Ein Stan
C. Die Art und Weise, wie man Cn mit einer Metrik ausstattet, bezieht sich auf eine Metrik in SE(3).
Moment, in dem d eine solche Metrik bezeichnet. Dann gilt fAngenommen, fyy y Cn definieren wir, (Engelking 1975)

vt %) = max d(f (), () @)

Um die Metrik d zu konstruieren, missen wir die Eigenschaften von SE(3) weiter untersuchen.
Zunachst beobachten wir, dass die spezielle euklidische Gruppe SE(3) die Struktur einer
zusammenhéngenden Lie-Gruppe tragt und dass SE(3) = 6 ist. Unter Verwendung der
differenzierbaren Struktur von SE(3) kann man die Kinematik (1) als glatt betrachten (d. h.
unendlich stetig differenzierbar) oder sogar analytische Karten. Die Lie-Algebra se(3) der
euklidischerGruppe ist das Produkt se(3) y=so(3)xR3 , wobei so(3) die Menge aller

y bezuglich der Identifikation R3 y r y=[r] = yy r3 y ¥y so3),seB)y=R6.yy
yr3¢hiefsymmetrischen Matrizen der Groflze 3 mal 3 bezeich

Es gibt eine glatte Abbildung exp : se(3) yy SE(3), lokal einen Diffeomorphismus, dessen

Inversion die sogenannten Exponentialkoordinaten in SE(3) einfuhrt, expyl: (U, E) yy (R6, 0),

definiert auf einer offenen Umgebung U des Einheitselements E = 14 y SE(3). Lassen

RTO r]t
$= 1 y U, und bezeichnen die Exponentialkoordinaten von s mit (r, t) = [O]O
_ : . . _ [r] t RTO
. Dann finden wir , ahnlich wie (Loncaric 1985), diesen exp 00 - 1 Ertrage

R =e T[rA sfi]ds heide=siy mssidie: Matrix-Exponentialfunktion.
nach dem Euler-Theorem (Richtmyer 1981) die Eigenwerte von R gleich 1, e mit cos y = €,
-, (TrRYy 1), TrR=R11 + R22 + R33. Folglich hat [r] Eigenwer.te2

. sinZ_

0 | +iy und Eigenwerte von A betragen y1 = 1, §2,3 = et X 2i - —¥ . Letztlich,

;2
dadetA=yl.-y2 -y3= =%, Wir schlieBen daraus, dass fur 0§ j <y die Exponentialfunktion gilt
. RTO
Koordinaten von s = 1 sind gut definiert und werden wie folgt ausgedriickt
RT O .
expyl =(r, t) wobei [r] =In R A T (3)

Oben bezeichnet In R den Matrixlogarithmus, siehe (Gantmacher 1988). Zweitens sei Q eine

symmetrische positiv definite 6 x 6-Matrix. Offensichtlich definiert Q ein inneres Produkt in R6 ,

indem es jedem X, y ¥ R6 die Zahl (x, Qy) = x TQy zuordnet. Die Matrix Q kann zur Einfihrung

einer linksinvarianten Riemannschen Metrik in SE(3) verwendet werden, indem y, y y TSSE(3)

der Wert von (Y, ¥)(s) = (Lsy1lyy, QLs) zugeschrieben wird y1yy), (Arnold 1978). Hier bezeichnet

TsSSE(3) den Tangentenraum an SE(3) bei s, Lsy1y ist die Tangentenkarte fir den linken inneren Automorphisn

3
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Vs y1 v von SE(3) . Die Riemannsche Metrik macht SE(3) zu einer Riemannschen Mannigfaltigkeit
ermoglicht es uns, den Abstand zwischen jeder s-Kurve ', und syy y SE(3) zur minimalen Lange von a

in SE(3) zu messen, die s verbirsiedh

d(s ¥(®, yO)(s(®) dt (4)

:
, SYY) = Ig(f_) R
wobei y(t) = ys(t) ein Vektor ist, der s(:) bei s(t) tangiert und das Infimum Uber (stiickweise glatte) Kurven
s(:) Ubernommen wird, so dass s(ty ) =s, s(t) =s . Drittens kann der Abstand (4) mithilfe der Tatsache,
dass SE(3) geodatisch vollstandig ist, effektiv berechnet werden, sodass die minimale Langenkurve, die
s s" verbindet, durch die Geodate realisiert wird (Gallot, Hulin und Lafontaine 1987). Dariiber hinaus ist
die Bogenlange der minimalen geodatischen Verbindung s s " im Hinblick auf die oben definierte
linksinvariante Riemannsche Metrik dieselbe wie die Bogenlange ',

der minimalen Geodaten in SE(3) zwischen 14 und s § U (U ist deyiCefiniien stareiohreepsnentieller
Koordinaten), die letzte Lange ist dieselbe wie der Wert der Q-Norm von expy1 (ss “ ) im R6 . Im n&chsten
Abschnitt werden wir diese Beobachtung nutzgf, um eine explizite Formel fiir den Abstand (4)
bereitzustellen und damit die Metrik (2) fur eine bestimmte Wahl von Q zu bestimmen.

Wie wir bereits erwahnt haben, ergibt jedes innere Produkt in R6 eine linksinvariante Riemannsche Metrik
auf SE(3), sodass wir es tatsachlich mit einer Familie solcher Metriken zu tun haben, abhéngig von der
Wahl der Matrix Q. Es ist allgemein bekannt, siehe zB (Loncaric 1985) , dass es keine natirliche Wahl von
Q gibt, inshesondere existiert keine biinvariante (dh gleichzeitig links- und rechtsinvariante) Riemannsche
Metrik auf SE(3). Andererseits existieren solche natlrlichen Metriken fir Untergruppen von SE(3): die der
Rotationen SO(3) und die der Translationen R3.

Diese Metriken definieren keine natirliche Metrik fir SE(3), hauptsachlich weil SE(3) ein halbdirektes

und nicht das direkte Produkt von SO(3) und R3 ist . Unter den Untergruppen von SE(3) werden wir
diejenigen der Schraubenbewegungen unterscheiden, dh der Rotationen, denen Translationen in Bezug
auf dieselbe Achse folgen. Offensichtlich ist jede Untergruppe von Schraubenbewegungen abelsch,
isomorph zum direkten Produkt von SO(2) und R. Nach dieser Einfuhrung sind wir bereit, die folgende
Liste von Anforderungen zu formulieren, die sich auf eine bevorzugte Riemannsche Metrik auf SE(3) beziehen.

«ich. Die entweder auf SO(3) oder R3 beschrankte Metrik stimmt mit der entsprechenden natirlichen Uberein
Metriken.

« ii. Die Metrik sollte die direkte Produktstruktur der Schraubenbewegungsuntergruppen von SE(3)
beriicksichtigen, dh fur eine gegebene Schraubenbewegung werden die GréRen der Rotation und
der Translation unabh&ngig voneinander gemessen.

« iii. Die Metrik sollte rechnerisch so einfach wie mdglich sein.

Unter Beriicksichtigung der oben genannten Anforderungen haben wir fiir weitere Uberlegungen das
euklidische innere Produkt in R6 mit Q = 16 gewéhlt. In Abschnitt 3 werden wir beweisen, dass dies die
richtige Wahl ist, und einige Argumente fir ihre Einzigartigkeit vorlegen.

3 HAUPTERGEBNISSE

Angesichts der vorangegangenen Uberlegungen besteht ein notwendiger Schritt zur effektiven
Bestimmung der Metrik (4) in SE(3) in der Berechnung exponentieller Koordinaten (3). Eine geeignete
Formel bietet das folgende Ergebnis
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RT
Lemma 3.1 Gegeben s = 01 Y SE(3) mitcos y = -, - (TrRy 1). Dann fir

0y y <y, die Exponentialkoordinaten von s sind gleich

RT y T o
expyl 44 = (r, t) wobei [r] =2sin “RyR ) , VIt=A .75
Und
. 2sinyyy(l+cosy)l
A =139 - [1t + - [r] 272 bill{})éy( 9 2, (6)
Beweis: Dies ist eine einfache Ubung in linearer Algebra. y

Die Exponentialkoordinaten (5) bestehen aus den Orientierungskoordinaten r und
Positionskoordinaten t. Sie sind in einer Umgebung U von E =14 in SE(3) definiert. Um U explizit
zu beschreiben, beobachten wir zunéachst, dass die Orientierungskoordinaten r die Beziehung erfillen

1(r,r):y2—-Tr[r]22=v , @)

wobei (-, -) fur das innere Produkt in R3 steht. Lemma 3.1 und (7) ergeben nun unmittelbar die
folgende Charakterisierung von U.

Folgerung 3.1 Der Definitionsbereich exponentieller Koordinaten (5) ist eine offene Umgebung U
von E in SE(3), definiert durch (r, r) <y2.

Nachdem wir exponentielle Koordinaten (5) auf U y SE(3) gefunden haben, sind wir nun in der
Lage, eine berechenbare Formel fir den Abstand (4) abzuleiten. Wie wir bereits erwahnt haben,
ist SE(3) geodatisch vollstandig, daher wird das Infimum in (4) bei der minimalen Geodaten
angenommen, deren Lange durch Ubergabe an Exponentialkoordinaten berechnet werden kann.
Konkreter ergibt sich folgendes Ergebnis:

Satz 3.1 Sei s = BT sr= KT Geiso dass. L ist U wie defin
] 01 ,s"= 01 ylseiso,dass,s"ist § U wie definiert

in Korollar 3.1. Nehmen Sie an, dass die linksinvariante Riemannsche Metrik in SE(3) durch die
Identitatsmatrix Q = 16 gegeben ist. Dann ist der Abstand (4) zwischen,s" wird bestimmt durch

DS s§9) = (1, 1)+ (L )= (1, 1) + (5, 9) + ¥ - (. DG §) Y (1, 9) %), (8)

;
[l =5%5in y - (RyTR®

1 v
o . @ . . y 2 .
wy= S (TrRYTRY Y1),y =y P E) Y 9)

Siinde
« une2

YRLTRy), V=R T yT )

yi's =

. . . . . A
Beweis: Es reicht aus, exponentielle Koordinaten fur s zu RYT Ryy RyT (T
01

berechnen . Gemalf (5),(6) sind sie gleich (r, t), wobei [r] durch (9) und t = Ayl y gegeben ist. Nach

(6) ist die Matrix AYL =13 |, 5, ZSInW(Ltcos 311 (R, mit ¥, [r] definiert in (9). Der Einfachheit halber

¥ wir schreiben B = Ay1 = I3+a[r]+b[r] des Produkt€ - Was jetzt gemacht werden sollte, ist eine Berechnung
t, t) = (BY, BY). Offensichtlich ist BTB = 13 + (2b { eine schiefe 2).[R]%+b 2 .[Rry*- Aufgrund

Symmetrie von [r], wir schlieBen aus seiner charakteristischen Gleichung, dass [r]4 2 - [r] dgy 2,

5
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daher BTB = I3 + (2b § a = I3 + y* [Pré@Vpdefiniiért in (9). Als nachstes ist leicht zu erkennen, dass
=,V +y-(r]V,[r]y).Aber [r]y ist nur das Kreuzprodukt r x y, (Brockett und Loncaric 1986),
also wird ¥y mit der Quadratlange dieses Kreuzprodukts multipliziert. Aus der elementaren
Vektoralgebra folgt, dass (r xy, rxy)=r -y

2 -sin2 y, wobei y der Winkel zwischen rund y ist, r -y 2= (r, r). Da per Definition ).
(r,y) 2=r 2 z. cos2 y, wir schlieBen daraus, dass (t,t) =y, ) +y - ((r, NV, V) ¥ (r, V)

QEDY

Bemerkung 3.1 Es ist leicht zu erkennen, dass der Koeffizient § in (8) immer y 0 ist. Entsprechend der Schwarz-Ungleichung ist
auch der mit y multiplizierte Term in (8) nicht negativ. Folglich ist der rhs von (8) y 0. Darliber hinaus ergibt sich aus der
Orthogonalitat von Ry , dass ('y,‘y) =T . Vor diesem Hintergrund kénnen die ersten beiden Terme in (8) als MaB fur den Abstand
zwischen Rotationen R');“,I%y]-und Translationen T interpretiert werden

T, unabhangig
durchgefihrt, wahrend der dritte Term die Tatsache widerspiegelt, dass SE(3) nicht das direkte,
sondern nur halbdirekte Produkt von SO(3) und R3 ist . Der Beitrag des letzten Termes zum Abstand
(8) ist nur dann ungleich Null, wenn sich sowohl r als auch y von 0 unterscheiden. Schlie3lich kann
die Formel (8) durch Aufrufen des Ausdrucks (7) zwei folgende aquivalente Formen erhalten:

v 2

) (10)

S.sy)=y yy-r.y) +y- @ y)fary=(sin 7
2
oder

27 (S' , SVY) =y 24 (V,¥) - (cos2y +y -sin2y), (11) wobei y der Winkel

zwischen den Vektoren r und y ist, der im Beweis von Satz 3.1 eingefiihrt wurde.
Vielleicht ist die Form (10) fir Rechenzwecke am besten geeignet.

Bemerkung 3.2 Uberpriifen wir, ob die Metrik (8) tatséchlich die Anforderungen i.-iii erfiillt. In Abschnitt
wurde syy y angegeben. Zu diesem Zweck beachten wir zunachst,l =T 7 ins s sodasist 2

dass wir dd erhalten, wenn 2 (sy,syy)=(,r=y Z Wenn Ry = Ryy ist, erhalten wir in ahnlicher Weise,
Mr(g)S,Q(@)S—e'@?@/) =T “ 9T 2 Deshalb habeich. ist befriedigt. Jetzt lass l'JnSass syy ein Schraubenpaar ist
Bewegungen, die beziiglich einer bestimmten Achse ausgefiihrt werden. Wir kommen eindeutig zu dem Schluss, dass in diesem Fa}ﬂ} = :I',
und r fallt mit der Achse zusammen, daher ist der Winkel y zwischen r und y gleich 0. Folglich ergibt
(11)din Ubereins?t(mynwW)miy,&nfonef‘UﬂgTii.'EJm zu zeigen, dass die Formeln (8), (10), (11)

rechnerisch nachvollziehbar sind, haben wir in Abschnitt 4 mehrere reprasentative Beispiele

analysiert.

Bemerkung 3.3 Durch eine grindliche Analyse einer zu (8) dquivalenten Formel, abgeleitet fur a

. . . - . 1Q2
allgemeine symmetrische, positiv definite 6x6-Matrix Q = Qe mit symmetrischem Q1, Q3,
Q3

QT2

Man kann daraus schlieRen, dass die Anforderung i. ergibt Q1 = Q3 = I3, wahrend ii. impliziert Q2 = 0.
Vor diesem Hintergrund scheint das euklidische innere Produkt in R6 das einzige zu sein, das die
Anforderungen i erfullt. und ii. Im nachsten Abschnitt werden wir erhebliche Anstrengungen

unternehmen, um zu beweisen, dass die Metrik (8) auch Anforderung iii erfallt.

Nachdem wir eine Metrik in SE(3) definiert haben, statten wir Cn mit der Metrik (2) in einer Geraden aus

vorwarts Weg. Es sei namlich f ',fyyy cn , Xy Xundfy(x)= RIMTY ()01 , Yy (x) =
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R'(X) T"(x)01 NS N " .
. Unter der Annahme, dass f yx) fx)yU,dfy(x), fyy(x)) sein kann

gefunden mit den Ausdricken (8)-(11). Folglich berechnen wir

y( ) =mgxdf  (x), f'(x)).

Es ist erwdhnenswert, dass der metrische Raum (Cn, y) dank der Kompaktheit von X schéne
topologische Eigenschaften hat. Insbesondere folgt daraus, dass (Cn, ) ein vollstandiger metrischer
Raum ist und dass Konvergenz in (Cn, V) die gleichm&Rige Konvergenz bedeutet. Beide Eigenschaften
spielen die Schlusselrolle bei der Untersuchung von Naherungsproblemen in (Cn, y). Die auf die

Kinematik Kn y Cn beschrankte Metrik ¥ definiert einen metrischen Raum der Kinematik (Kn, y). Daher
wird ¥ als kinematische Metrik bezeichnet.

4 BERECHNUNG DER KINEMATISCHEN MET
RIC

Im Folgenden berechnen wir die kinematische Metrik fir mehrere beispielhafte Kinematiken von
Robotermanipulatoren.
Beispiel 4.1 Doppelpendel.

Die Kinematik des Doppelpendels ergibt sich aus der bekannten Formel

cos(x1l +x2) ¥ sin(x1 +x2) 0d cos x1 +1 cos(x1 + x2) y sin(x1 + x2) y

cos(x1 +x2) 0d sin x1 + Isin(x1 + x2) R(x) T(x)0 1
k() = 0 0 1
0 0 0 1 yy9y =
(12)

Sei kv(x), kv y(x) ein Paar Doppelpendel, die sich durch ihre geometrischen Parameter (die Langen der
Glieder d,l) unterscheiden, mitv = (d, I), v Iy ) . Wir wolle{a@lgn Abstand y(kv, kv y) nach Formel (2)
berechnen . Zu diesem Zweck beobachten wir zunéchst, dass der interne Raum fir (12) mit einer
kompakten Teilmenge X 35 R2 (einem Rechteck, wenn (12) begrenzt ist) zusammenfallt

Gelenke oder den Torus  flr unbegrenzte Fugen). Um dann y(kv, kv y) zu finden, ben&tigen wir

T, um d(kv(x), kv y(x)) zu berechnen, wie durch (8)-(11) angegeben. Es ist offensichtlich, dass y(x) =
y =0, also fur jedes v, vy ; kv(x) y1kv y(x) y U. AuRerdem verschwindet aufgrund der Form von kv, kv y
der Rotationsanteil exponentieller Koordinaten aus (10 ), also

d(kv(x), kv §(x)) = (@dydy)2+2d§dy)IyIy)cosx2+(1y1y)2 (13)

Unter der Annahme, dass x2 ¥ [y, V], schlieRen wir daraus

y(kv, kv §) = max d(kv(x), kv y(x)) =|d y d xlyy [+ [Iy1T | (14)

Aus (14) folgt, dass die der Menge der Doppelpendel durch die Metrik y auferlegte Topologie mit der
durch die Absolutwertnorm im Raum der geometrischen Parameter induzierten Topologie Ubereinstimmt.
Das Ergebnis (14) lasst sich sofort auf n-Pendel verallgemeinern (Dul,eba und Tcho'n
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1990).

Die nachsten Beispiele befassen sich mit der allgemeinen 2-DoF-Kinematik, die nur
Drehgelenke enthélt und von 6 geometrischen Parametern abhangt. Die Kinematik eines
allgemeinen 2R- Manipulators lasst sich wie folgt beschreiben: (Zur Abkirzung setzen wir ci =

cos xiund SI S N sﬁz cos y1 ycls2 cos y2 y s1c2 cos Y1 cos y2 + sl sin y1 sin
y slc2 +cls2 cos y1 y2 ys1s2 cos y2 + clc2 cos y1 cos y2 § ¢l sin y1
s2 sin sin y2 c2 sin y1 cos y2 + cos
y10 y1lsiny20

c1s2 sin y2 + s1c2 cos y1 sin y2 + sl sin y1 cos
y2 s1s2 sin y2 y ¢l1c2 cos y1 sin y2 § ¢l sin y1
cos y2 yc2 sin y1 sin y2 + cos

k(x) =

y1 cos y2 0 a2clc2 y a2s1s2 cos y1 + d2sl
sin y1 + alcl a2slc2 + a2cls2 cos yl1l y d2cl
sin y1 + alsl a2s2 sin y1 +
d2cosyl+dll

(15)

In (15) sind y1, y2 Verdrehungswinkel, al,a2 beschreiben Langen der Glieder; d1, d2 bezeichnen
Verschiebungsparameter (Paul 1981). Es ist leicht zu beobachten, dass (15) mit (12) identisch
yl=y2=0al=distderselbe , @a2=1 , wird, d1 =d2 = 0. Der Definitionsbereich von (15) fir
wie der von (12). Nachfolgend berechnen wir die Metrik (2) fir drei bestimmte Kinematiken des
allgemeinen 2R-Manipulators.

Beispiel 4.2 Allgemeiner 2R-Manipulator (1).

Es seien kv(x), kv y(x) fur ein Paar allgemeiner 2R-Manipulatoren, die sich nur durch d1 =d
Verdrehungswinkej2, yy 2 . Zusatzlich nehmen wir an, dass y1 =y ' =0 , = 0 untérsct@iceth ' :
al=al! a2=a Y. Tatsachlich giltv = (j2, al, a2), = (j y 2val, a2). Jetzt miissen wir den Abstand
d(kv(x), kv y(x)) gemaf (8)-(11) bestimmen . Durch eine einfache Berechnung finden wir, dass
yx) =y =29y, 9(x)=y =0, also 2|

d(kv(x), kv y(x)) =25y 2| (16)

vorausgesetzt, dass y <y. Da der rhs von (15) unabhangig von x y X ist, schlieRen wir daraus
sofort

ykv, kv §) = [j2§ y 2] (17)
Auch hier stimmt die durch die Metrik (2) auferlegte Topologie mit der durch die Absolutwertnorm
im (Unter-)Raum der geometrischen Parameter induzierten Uiberein.

Beispiel 4.3 Allgemeiner 2R-Manipulator (2).

Wie zuvor seien kv(x), kv y(x) ein Paar allgemeiner 2R-Manipulatoren (15 ), aber jetzt wird nur
angenommen, dassy1=y=0dl=d alsov=dy 2). Um den Albstgnld d (kv ke y(x)) zu
(V2,d2),vy=(y ymit 2, definieren, Jbegmnen wir mit 2 Jund r(x) =r = y(y1, 0, 0)T . Als né&chstes
der Berechnung von y(x) =y = |[y2y y tinden wir
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T VX)YyTX)=T(r, y T=(0,0,d) WobTéi d =d, sodass 2 y d2. Das lasst sich nun ganz einfach tiberprifen
y)=0 , sich fury <y (10) und (2) die folgende Abstandsformel ergibt

Y2y 2
§(kv, kv ) = d(kv(x), kv §(x)) = 4 smz% +(d g yd2)2 (18)

Beziehung (18) bleibt gleich, wenn sich die Manipulatoren um d1 statt um d2 unterscheiden.

Beispiel 4.4 Allgemeiner 2R-Manipulator (3).

Wir gehen davon aus, dass kv(x), kv y(x) allgemeine 2R-Manipulatoren ( 15) die sich um alle

bezeichnen, die geometrischen Parameter aul3er 1 unterscheiden =0 . Also gilt nun v = (a1, d1,

¥V o= (einyt, Y1 e dPa §2, a2, d2), dy 2 ). Mit diesen Daten haben wir mithilfe von Computeralgebra das gefunden
folgender Ausdruck fur den quadratischen Abstand (10), gultig fur y = |[y2y y 2|<y:

.. . e 2
Y2yy 2)
= 4 sin2 y2yy2

[ 2 2
D (kv(x), kv §(x)) (@alya 1) sin2x2+(alya 1) COS2 X2+

+2(alya 1 )(@a2yaz2)cos x2+ (y2yy 2) 2+

~(d1yd 1)+(d2yd 2))2+@2ya 2

(19)
Die Maximierung von (19) bzgl. x2 y [yy, Y] ergibt die wie folgt definierte Metrik (2). Wir setzen y =
y2yy 2
i Dann
2 sin YYYY,
1 2 1 2 y2 1 2 1 1

ykv, kv y)=(y2yy 2) +(@2ya 2) mﬂm((alya 1) +(dlyd 1)+(d2yd 2)32)

(20)
. ' i "2 .o . '
2ya 2|y (Y yDa1ya 1],
wéahrend sonst

2 2
ykv, kv y)=(y2yy2) t(alya 1|+a2ya 2| +y2(diyd +(d2yd 2))2(21)1)
Insbesondere wenn a2 = & dann gilt Formel (20), also in diesem Fall

2y2yy2 [ 1 1
2

y2yy 2
—_—

y2yy 22
Stinde

y(kv, kv §) = 4 sin +@lya 1)2+((d1yd 1)+(@2yd 2)2 (22

Es ist leicht zu erkennen, dass (22) fiir al = a auf (18) spezialisiert ist1, dl=d,.
Beispiel 4.5 PUMA 600 (1).

Wir werden die Kinematik des PUMA 600-Manipulators betrachten, wie in (Bazerghi, Goldenberg und
Apkarian 1984) beschrieben, siehe auch (Tarn et al. 1986). Es seien kv(x), kv §(x) die Kinematik eines
Paares von PUMASs, wobei wir der Einfachheit halber angenommen haben, dass x3 y [V, V], die sich
nur durch translatorische geometrische Parameter unterscheiden. In Ubereinstimmung
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mit der in (Bazerghi, Goldenberg und Apkarian 1984) verwendeten, Notation bedeutet
dies, dass v = (12, 13, r3, r4}, W B 5 Zofehehicetiehwistdr diesem Fall r(x) in (10). gleich
0, und mit einer moderaten Unterstitzung der Computeralgebra berechnen wir den
Quadratabstand ( 10 ) wie folgt

D2 (kv(x), kv §(x)) = (12§ | 22 4139 '3)2 + (31 '3)2 2+ (14§ 14)

+2(12y 1 2)('(r4yr ll)sin x3+(I3y1l 3)cosx3). (23)

Durch Maximierung von ( 23) bzgl. x3y [yy, ¥] finden wir die Metrik (2):

1 1 1 2 1
y(kv, kv §) = (12§ | 21+(3y1  3)° +(4yrd) °) +(3yr3) - (24)
Beispiel 4.6 PUMA 600 (2).
Jetzt nehmen wir ein Paar PUMAS kv(x), kv y(x) mit I3=1=0und r3 =r = g, aber zwischen den Gelenkachsen

mit beliebigen Drehungen y4 , yy, 3 und 4. Also, jetztistv = (12, y4, r4) , vy =1y 4). Seien x3, x4 y [yV, ¥1..
(12, ¥%, Wenn wir etwas Computeralgebra aufrufen, kénnen wir das finden
y folgender Ausdruck fir den Quadratabstand (10):

e 2
27T . R, ' (y4yy 4) . "2 . ''2
(kv(x), kv y(x)) = (¥4 Y ¥ 492+ ——————((2y1 2) +(rdyrd) )+
4 sin2 Y4y —=
oot o (VAYY 4 i} ! Lot yaAyy o4
+(02y1 2) 1y —————)cos2x3cos2x4+2(12y | 2)rdyr4) ——— Siunde x3. (25)
4 sin2 yayy 5 4 sin2 y4w'"2
Es ist leicht zu erkennen, dass das Maximum von (25) bei x4 = fur § = [y4y y 4 | % x3=x2 7 somit
angenommen wird<y die Metrik ( 2 ) ist wie folgt definiert:
gagya e
B . yayy4 ! '
v, kvy)=  —2——  ASINZ (1271 2|+ [4yr4)) . (26)

Sitinde s

5 PROSPEKTIVE ANWENDUNGEN DES KI
NEMATIC METRIC

Durch die Einfihrung der kinematischen Metrik haben wir die Menge der Roboterkinematik Kn mit einer
Metrik und topologischen Strukturen ausgestattet. Aus den in Abschnitt 4 untersuchten Beispielen haben
wir gelernt, dass die Konvergenz im Raum (Kn, y) eine natirrliche Interpretation im Sinne einer Konvergenz
bezliglich geometrischer Parameter der Kinematik hat. Daraus folgt, dass eine Folge der Kinematik ki y Kn
gegen k ¥ Kn konvergiert, wenn geometrische Parameter von ki im entsprechenden Sinne gegen
geometrische Parameter von k konvergieren. Darliber hinaus kann der Abstand y(k ¥, kyy) zwischen zwei
Kinematiken durch Abstande zwischen geometrischen Parametern der Kinematik ausgedriickt werden,
sodass es iiber die kinematische Metrik moéglich ist, die Auswirkungen von Anderungen spezifischer
Parameter auf die kinematische Leistung abzuschétzen eines Manipulators. Insbesondere bei bestimmten
nominalen Kinematiken kénnen wir zuldssige Abweichungen der nominalen geometrischen Parameter
feststellen, deren Auswirkungen auf die Kinematik innerhalb vorgeschriebener Toleranzgrenzen liegen. Auf
diese Weise kdnnen wir auch die Empfindlichkeit der Kinematik gegeniiber geometrischen Parametern untersuchen

10
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ein Manipulator.
Die kinematische Metrik definiert ein Qualitatsmafd der Kinematik, interpretiert als Abstand
zwischen gegebener Kinematik und spezifischer Musterkinematik. Wenn das Muster so gewé&hlt
wurde, dass es die gewiunschte kinematische Leistung eines Manipulators widerspiegelt, z. B.
eine der in (Tcho'n 1991) vorgeschlagenen Normalformen annimmt, stellt das Qualitatsmaf ein
natlrliches Werkzeug fir die Bewertung der kinematischen Leistung von Manipulatoren dar .
Die kinematische Metrik weist dem wie folgt dargelegten kinematischen Approximationsproblem
eine genaue Bedeutung zu. Gegeben sei eine Transformation f: Xy y SE (3) des Innenraums y Kn,
so nah wie méglich an f beziiglich der kinematischen Metrik. Es ist klar, dass das
Naherungsproblem mathematisch als Optimierungsproblem formuliert werden kann, bei dem es
darum geht, optimale Werte geometrischer Parameter v y V zu finden, so dass y(kv y, f) =
minvyV y(kv, f). Beschreibe f, wenn y(kv y , f) = 0, wir sagen die gewtlinschte kinematische
Leistung eines Manipulators.;Dann realisiert kv ¥ die Leistung f, ansonsten ist kv ¥ die beste

» Naherung fur f.

Ein wichtiger Bestandteil der kinematischen Metrik ist die Metrik d der speziellen euklidischen
Gruppe. Diese Metrik dient als Abstandsmalfd zwischen Positionen und Orientierungen des syy y
Effektor des Manipulators. Gegeben zwei Punkte SE(3), z. B. Anfangs- und Endpositionen und
Orientierungen des Effektors im AufRenraum, dem Abstand d(s ¥, syy), definiert durch (10), ist
gleich der minimalen Lange einer Kurve in SE(3), die s und s verbindet . Diese geodéatische
Kurve ist ein Analogon der Geraden in der euklidischen Geometrie. Die Bewegung entlang der
Geodaten erfordert keine Beschleunigung. Wir schlagen vor, dass Geodatenbdgen natirliche
Trajektorien in SE(3) sind, denen bei der Punkt-zu-Punkt-Steuerung von Robotermanipulatoren
gefolgt werden soll. Die Metrik d in SE(3) bietet uns auch ein geeignetes Werkzeug zur Schéatzung
der Gr6Re des Arbeitsbereichs des Manipulators.
Die Metrik d, Uber die Kinematik mit dem Innenraum X eines Manipulators verknupft, definiert
einen Abstand zwischen Punkten des Bifurkationsdiagramms der Kinematik (Tcho'n 1991).
Insbesondere fir nichtsingulare Kinematiken mit 6 Freiheitsgraden induziert d einen Abstand
zwischen den Konfigurationen eines Manipulators.
Betrachten wir abschlieRend ein Kinematikpaar kv, kv § § Kn eines festen Manipulators, das
sich durch einige seiner geometrischen Parameter unterscheidet. Aus der Definition der Metrik
y folgt, dass y(kv, kv y) der maximale Abstand d zwischen kv(x), kv y(x) bzgl. x y X ist. Eine
Analyse der Beispiele aus Abschnitt 4 zeigt, dass der Abstand d( kv(x), kv ¥(x)) héangt nicht von
allen, sondern von einigen wenigen internen Variablen ab. In den Beispielen 4.2 4.3 ist dieser Abstand fur alle x
Einen Manipulator, dessen Kinematik kv und kv y die Eigenschaft hat, dass d(kv(x), kv y(x) ) far
alle x y Die Anzahl der in d(kv(x), kv y(x)) auftretenden internen Variablen ist ein Mal fir die
UngleichmaRigkeit des Manipulators, die als seine Gleichformigkeit bezeichnet werden kann.
Die in den Beispielen 4.5 untersuchten PUMA-Manipulatoren

, 4,6 hatten jeweils Couniformitat 1 und 2.

6 FAZIT

Wir schlieBen diesen Artikel mit einem Kommentar zu den rechnerischen Eigenschaften der
kinematischen Metrik ab. Es ist zu beachten, dass, abgesehen von einigen einfachen Fallen wie

den in den Beispielen 4.1-4.3 dargestellten, der Umfang der zur Bestimmung der kinematischen

Metrik erforderlichen Berechnungen bemerkenswert ist. Es gibt zwei Quellen fir rechnerische
Komplikationen: die Berechnung der durch (10) definierten Metrik d als Funktion interner Variablen und

11
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die Maximierung von d tber den Innenraum. Die mit der Metrik d verbundenen Probleme kdnnen
durch die Verwendung symbolischer Berechnungen, die von Softwarepaketen wie MACSYMA
oder REDUCE angeboten werden, erheblich gemildert werden. Solche Berechnungen scheinen
effektiv zu sein, bis sich die Kinematik nicht um mehr als einen rotationsgeometrischen Parameter
(einen Verdrehungswinkel zwischen einem Paar benachbarter Gelenkachsen) unterscheidet.
Liegen mehr Verdrehungen vor, ergibt sich eine wesentliche Schwierigkeit bei der Bestimmung
exponentieller Koordinaten gemaf Ausdruck (9). Die zweite Quelle von Rechenschwierigkeiten,
namlich die Maximierung von d Uber den internen Raum, profitiert méaRig von der Verwendung
symbolischer Berechnungen. Glucklicherweise ist in vielen Féallen die Gleichformigkeit eines
Manipulators klein, sodass das Maximierungsproblem niedrigdimensional ist.

Fir den Fall, dass die genaue Bestimmung der kinematischen Metrik schwierig oder sogar
unmoglich ist, kdnnen wir auf Nadherungsausdricke fur die Metrik zuriickgreifen. Im Folgenden
stellen wir zwei solcher Ausdricke vor. Tatsachlich liefern sie rechnerisch nachvollziehbare Unter-
und Obergrenzen fur den durch (10) definierten Quadratabstand. Der erste Ausdruck eliminiert
den rechnerisch aufwendigen Teil (r, ¥) von (10). Tatsachlich lassen sich die folgenden
Schéatzungen leicht aus (11) ableiten: .

LSV P4 @.9)9d P (). kgye) Y °+9.9) =R (27)§ und § héingen
wobeiy  Uber (8)und (10) mitk y (x), kyy(x) zusammen. Offensichtlich fur [y| ¥ ¥, der rhs von
(27) wird durch E =V (y, ¥) begrenzt. Die (?u*ali%?t der Schéatzungen in (27) wurde in Abb. 6.1
dargestellt: a, b, c, indem die Abhangigkeit der Niveausétze von L, R und E vom Rotationsabstand

y =rund dem Translationsabstand y =y gezeigt wird. Die Levelmengen von d
2 liegen zwischen denen von L und R.
Die zweite Schatzung geht weiter als (27) und verringert die mit k" verbundenen Schwierigkeiten bei
von y, was insbesondere dann unerwiinscht ist, wenn sich die Kinematik k ' , der Berechnung
zwischen Gelenkachsen verdreht. Diese Schatzung basiert auf der Ungleichung cos § 137 , gultig
y 1y 2 Gberall und cos y y 1y yzyz— , gultig far |y| y ¥. Verwendung dieser Ungleichungen und Formeln

(9). Wir leiten aus (27) die folgenden unteren und oberen Grenzen fir d ab 2(k y (), kyy(x)):
. 2y
B)yd 2k (x),k"(x)y 2 BX), (28)
Wo
BO=3yTrR  TOR.0N+T.0¥T (X °
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