
Альтернативная  алгебра  для  вывода
Уравнения  движения  гибких  _  _
Манипуляторы

системы  является  частным  случаем  этого  альтернативного  метода.  Два  примера  задач  показывают,  
как  алгебра  может  быть  применена  к  жестким  и  гибким  неголономным  системам.

уравнения  в  простой  форме.  В  статье  показано,  что  метод  Кейна  для  твердого  тела

страт.  Поскольку  метод  основан  на  энергии,  он  полезен  для  упругих  систем.  Поскольку
метод  может  обрабатывать  векторы,  выраженные  относительно  вращающихся  систем  координат,  он  неАльтернативный  способ  вывода  уравнений  движения  сложных  систем  не  требует  введения  

преобразований  координат  и  тем  самым  дает
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Многие  исследовательские  приложения  требуют  динамических  уравнений  движения  
для  манипуляторов .  В  сложных  системах  манипулятор-среда  необходимо  реалистично  
моделировать  движение  манипулятора  в  окружающей  среде.  Типичными  примерами  являются  
симуляции  полета  космического  корабля  "Шаттл",  выполненные  НАСА.  Точно  так  же  
моделирование  помогает  проектировать  сложные  системы.  Хотя  некоторые  приложения  
моделирования  могут  выполняться  в  автономном  режиме,  иногда  необходимо  моделировать  
движение  в  реальном  времени,  например,  когда  моделирование  является  средством  обучения  для  операторов.

Дж.
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554 Роботизированныйиз г
должны  быть  вычислены  динамическими  уравнениями.  Многие  алгоритмы  управления

Уравнения  Лагранжа.  Метод  Лагранжа  начинается  с  выражения

требуют,  чтобы  крутящий  момент  для  zyxwv  вычислялся  в  режиме  реального  времени.

В  качестве  примера  этой  концепции  рассмотрим  некоторые  методы ,  доступные  для

Было  предложено  множество  схем  управления  для  повышения  производительности  
манипуляторов ,  требующих  расчета  приводного  крутящего  момента.  Крутящий  момент

одни  и  те  же  уравнения,  но  каждый  из  них  может  производить  уравнения  в  различных  начальных  формах.

управление  манипуляторами.

вывод  уравнений  жестких  манипуляторов  с  открытой  цепью  zyxw .  Одна  из  техник  заключается  в  использовании

Приведения  в  замкнутой  форме  уменьшают  числовую  сложность  решения  
динамических  уравнений.  Закрытые  формы  сокращения  обычно  требуют  значительного  
опыта  и  выносливости.  Усилия,  необходимые  для  приведения  замкнутой  формы,  могут  
сильно  различаться  в  зависимости  от  методов,  используемых  для  вывода  уравнений.  
Например,  метод,  который  выводит  уравнения  в  терминах  матричных  умножений  (такой  
как  стандартный  метод  Лагранжа),  трудно  редуцировать.  Технику,  которая  создает  
уравнения  в  терминах  векторных  операций,  таких  как  скалярное  произведение  и  
перекрестное  произведение,  гораздо  легче  сократить,  чем  матричную  формулировку.  Любой  метод  вывода  дает

Другое  применение  динамических  уравнений это

Рекурсия,  простой  процесс,  использующий  открытую  структуру  манипулятора  для  
упрощения  вычислений,  может  быть  неприменим  к  системам,  которые  не  являются  
открытыми  структурами  цепи;  следовательно,  его  применимость  ограничена.

Еще  одним  методом  решения  динамических  уравнений  в  реальном  времени  является  
параллельная  обработка,  удовлетворительное  решение  для  одних  случаев,  но  чрезмерные  
затраты  на  оборудование  для  других.

Рекурсивный  расчет  динамических  уравнений  сокращает  время  расчета.

Другой  популярный  метод  использует  уравнения  Ньютона.  Хотя  этот  метод  можно  
вывести  из  уравнений  Лагранжа,  уравнения  Ньютона  отличаются  друг  от  друга.  
Метод  обычно  основан  на  векторных  уравнениях  и  требует  вычисления  абсолютного  
ускорения.  В  отличие  от  метода  Лагранжа,  этот  метод  не  требует  с  самого  начала  
введения  преобразований  координат;  следовательно,  результаты  часто  выражаются  с  
помощью  векторных  точечных  и  перекрестных  произведений.  Эта  векторная  форма  
допускает  сокращение  за  счет  использования  особых  свойств  векторных  
произведений.  Основным  недостатком  метода  является  то,  что  необходимо  учитывать  
даже  ограничивающие  силы .

скалярные  величины  энергии  системы .  Поскольку  кинетическая  энергия  
является  функцией  абсолютной  скорости,  наличие  нескольких  твердых  тел  
делает  необходимым  введение  преобразований  координат.  Эти  преобразования  
являются  сложными  тригонометрическими  функциями.  После  введения  
преобразований  вычисляются  несколько  частных  и  полных  производных.  
Тригонометрия  делает  сложным  (если  не  невозможным)  упрощение  уравнений.  Одно  
существенное  преимущество  метода  Лагранжа  заключается  в  том,  что  он  не  включает  
в  себя  силы,  поддерживающие  ограничения  системы.

Было  предпринято  много  попыток  решить  динамические  уравнения  манипулятора  в  реальном  
времени.  Некоторые  исследователи  игнорируют  такие  термины,  как  ускорение  Кориолиса  и  
центростремительное  ускорение.  Преимущество  игнорирования  терминов  заключается  в  
уменьшении  количества  вычислений,  но  недостатком  является  приближенность.  
Аппроксимация  может  быть  неудовлетворительной  для  некоторых  приложений.
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Третьим  методом,  популярным  при  изучении  динамики  космических  аппаратов,  является  метод

уравнений  для  гибких  систем.  Применение  уравнений  Ньютона  требует  
суммирования  сил  (напряжений),  действующих  на  бесконечно  малый  участок  
гибкой  системы.  Для  многих  исследователей,  работающих  в  области  гибких  
систем,  это  неестественный  процесс.

Томаса  Кейна.*  Метод  Кейна  (известный  также  как  форма  Лагранжа

Уравнения  Пассерелло-Хьюстона  можно  использовать  для  вычисления  обобщенных  сил  
инерции  Кейна  с  учетом  кинетической  энергии.

z  в  производной

эквивалентность  этих  методов  не  нова.  Было  показано',  что

Эверетт:  альтернативная  алгебра  для  гибких  манипуляторов

В  области  гибких  (податливых)  манипуляторов  многие  методы  основаны  на  
энергии  и  не  так  хорошо  разработаны,  как  методы  для  жестких  систем.  Как  и  
ожидалось,  энергетические  методы  имеют  дело  со  скалярами  и  требуют  введения  
преобразований  координат  перед  вычислением  частных  и  полных  производных.  Два  
преимущества  энергетических  методов  заключаются  в  том,  что  в  процессе  вывода  
уравнений  возникают  граничные  условия,  а  силы,  поддерживающие  связи,  несущественны.

как  функция  qi ,  qi  и  времени  zyxw  r,  где  qi  обозначает  производную  по  времени  от  qi.  Это

входить;  поэтому  неизвестных  меньше,  чем  в  методе  Ньютона.  Полезность  этого  
метода  для  вывода  упрощенных  динамических  уравнений  была  недавно  
продемонстрирована3.  Хотя  на  первый  взгляд  метод  кажется  неуклюжим,  в  руках  
опытного  пользователя  он  дает  большие  возможности.

переменные  zyxwv  qi ,  удовлетворяющие  всем  голономным  ограничениям.  Ци  называются  
обобщенными  координатами .  Скорость  точки  zyxw  P ,  принадлежащей  системе,  может  быть  выражена

Одним  из  преимуществ  метода  является  то,  что  силы,  удерживающие  ограничения,  не

Рассмотрим  систему  с  zyxw  n  степеней  свободы.  Часто  можно  определить  n

Уравнения  Ньютона.  Метод  Кейна  не  основан  на  энергии  и  требует  
вычисления  абсолютной  скорости  и  ускорения,  как  в  методе  Ньютона.

Техника,  продемонстрированная  в  этой  статье,  начинается  с  концепции  
энергии  и  выводит  уравнения  движения,  аналогичные  уравнениям  метода  Кейна.

Далее  следует  метод  формулировки  уравнений  движения  гибких  
манипуляторов  с  открытой  цепью  с  использованием  энергии.  Метод  
отличается  от  современных  тем,  что  формулировка  не  требует  введения  
преобразований  координат.  Это  стало  возможным  благодаря  надлежащей  
модификации  частных  и  полных  производных,  которые  обычно  требуются.  
Поскольку  метод  основан  на  энергии,  он  должен  быть  естественным  для  
многих  исследователей.  Требуемые  граничные  условия  возникают  при  
выводе,  а  удерживающие  связи  силы  не  входят.  Поскольку  метод  основан  на  
векторах,  полученные  уравнения  легко  упростить.  Метод  применим  к  
манипуляторам  с  шестью  степенями  свободы,  что  позволяет  использовать  
его  для  управления  и/или  моделирования  практических  манипуляторов.

Принцип  Даламбера)  представляет  собой  векторную  формулировку,  основанную  на  модификации

Поскольку  результирующие  уравнения  имеют  векторную  форму,  их  можно  легко  сократить .

Были  использованы  векторные  методы  уравнения  Ньютона.

ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ  ЭНЕРГИИ  И  УРАВНЕНИЯ  КЕЙНА
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1

удобно  определить  zyxw  n  величин  w,  qs  =  zyxwvut  r=

должно  быть

Это  делает  алгебру,  необходимую  для  вычисления  частных  и  полных  производных,  
чрезмерной.  Во-вторых,  выражение  энергии  через  q ,  а  не  через  u ,  сводит  на  нет  
некоторые  преимущества,  предоставляемые  методом  Кейна.

С  уравнением  Пассерелло-Хьюстона.  3  можно  начать  с  энергетических  терминов  и  
прийти  к  уравнениям  Кейна.  Однако  необходимо  рассмотреть  несколько  практических  
проблем.  Во-первых,  поскольку  уравнение  3  требует,  чтобы  кинетическая  энергия  
была  выражена  в  виде  скалярной  функции,  необходимо  сразу  ввести  преобразования  координат .

как:

где  Ff  —  обобщенная  сила  инерции  Кейна  для  обобщенной  скорости  y,  а  KE  
—  кинетическая  энергия.  Установлена  также  связь  между  потенциальной  
энергией  и  обобщенной  активной  силой  Кейна».

Ци  и  _

Уравнения  Пассерелло-Хьюстона  для  простой  неголономной  системы,  определенной  
выше,  таковы:

которые  являются  функциями

Как  только  p  независимых  4  известны  (из  уравнений  движения),  
отношения  между  ui  и  di  и  неголономные  ограничения  позволяют  
найти  решение  (интегрировать)  для  n  значений  qi.  Величины  A,  B,  W  и  X  
являются  функциями  времени  и  n  координат  q.

решить  уравнение  1  для

Настоящий  метод  основан  на  принципе  Гамильтона,  который  утверждает,  
что  изменение  производной  по  времени  от  лагранжиана  равно  нулю.  Для  
реализации  метода  необходимо  вычислить  изменение  энергии .  Обычно

Если  к  системе  применяются  m  простых  неголономных  ограничений,  то  
только  p  (p  =  n  -  m)  di  и  y  не  зависят  друг  от  друга .  Эти  ограничения  могут  быть  
выражены  как:

+  Х,  для

W  называются  обобщенными  возможными  ди  терминами .  Это  
означает,  что  матрица  W  невырождена.

скорости. Это

Недостатки  настолько  значительны,  что,  хотя  у  метода  Кейна  есть  
энергетическая  основа,  в  использовании  взаимосвязей  мало  достоинств» .  В  
оставшейся  части  статьи  будет  продемонстрирован  метод ,  который  позволяет  
манипулировать  энергетическими  условиями  без  серьезных  недостатков  уравнения.  3.

wSry ,

ВАРИАЦИИ  ВЕКТОРНЫХ  ВЕЛИЧИН

С

zy  Системы-1  z

н
с  =

ди,
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уравнений  без  введения  преобразования  координат  требует

вычисление  вариаций  zyxw  векторов ,  выраженных  во  вращающихся  системах  координат.

где  эталон  R  неинерциален,  а  gi  —  скалярные  функции.
Относительные  и  абсолютные  вариации  различаются.  Относительные  вариации  часто  

легче  вычислить,  но  принцип  Гамильтона  требует  вычисления  абсолютных  вариаций.

Эверетт:  альтернативная  алгебра  для  гибких  манипуляторов

как:

Чтобы  вычислить  то,  что  здесь  определяется  как  абсолютная  вариация  
вектора ,  необходимо  выразить  вектор  с  компонентами  по  трем  некомпланарным  
стационарным  координатным  направлениям  и  вычислить  вариацию  каждой  
скалярной  компоненты .  Это  может  быть  выражено

Точно  так  же  относительные  вариации  вычисляются  как  вариации  скалярных  
компонентов  вектора,  выраженного  относительно  неинерциальной  точки  отсчета.  
Математически  это

«е»  —  это  вектор  возможных  поворотов  системы  R  относительно  системы  N.  Кейн  
ввел  вектор  «е»  при  обсуждении  совместимого  виртуального  смещения~~,  но  не  
разъяснил  использование  «е»  для  решения  практических  задач.

В  современных  методах,  использующих  векторную  нотацию,  всякий  раз,  когда  
вычисляется  вариация,  векторные  члены  сначала  выражаются  относительно  инерциальной  привязки.

Связь  вариаций  Можно  

связать  относительные  и  абсолютные  вариации^.^'^  Если  система  координат  R  
вращается  относительно  системы  координат  N,  относительные  вариации  в  этих  
системах  координат  связаны  следующим  образом:

Некоторые  из  основных  определений  были  опубликованы4,  и  они  пересматриваются.

Это  требует  введения  преобразований  координат  перед  изменением.

операция  вариации  определена  только  для  скаляров  (или  матриц),  но  вывод

где  tii  —  фиксированные  некомпланарные  единичные  векторы  в  инерциальной  системе  отсчета  n,  
а  fi  —  скалярные  функции.

Вариация  вектора  _

Относительная  вариация

1  "s3=
zyxwv  S(fi)ZI  zy  (4)  zyxw  3  zy  1
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Дифференциация

Вариация  диады

Время

Варианты  zyxw  и  вариант  коммутируют  только  тогда,  когда

БДБ(?А

558

(7)-A  -  D  A  66+  zyxwvu  (ASBGA)  x  zy  6  +  BGA  x  AS6
ASBDV  =  zyxw  Aa(AD6  +  BGA  X  @

=  БДАСВ  +  (

BDAS3  =  "D("S3  +  ̂ e'"  x
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и  далее  с  вариацией  относительно  системы  A:

i,  а  «GA  —  оператор  'D  представляет  дифференцирование  относительно  
угловой  скорости  системы  отсчета  A ,  как  показано  в  B.

Обратив  порядок  применения  операторов,  уравнение.  7  можно  
выразить  так:

Объединение  уравнений.  7  и  8  и  используя  Be'^  =  -

Диадический  f  определяется  как :

z  F,  выраженное  в

Диады  обладают  особыми  свойствами5,  но  их  можно  рассматривать  как  векторы ,  компоненты  
которых  являются  векторами.  Точечное  и  перекрестное  произведение  определены  для  
диад,  но  операторы  должны  относиться  к  операторам ,  действующим  слева  или  справа.  
Рассмотрим  изменение  относительно  кадра  C  диадики ,  выраженное  как :

где  Iij  —  скаляр,  &  и  Sj  —  некомпланарные  единичные  векторы,  
фиксированные  в  системах  координат  A  и  B.  Векторы  A  и  5  обычно  не  коммутативны.

Операции  относительного  дифференцирования,  
вычисленные  относительно  одного  и  того  же  референса.  Рассмотрим  вектор

системе  координат  C.  Сначала  вычислите  производную  по  времени  относительно  системы  z  B

гх  6.

выход^:^

(9)=  AgB6A.
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я=л

Вариация  вычисляется  путем  обработки  диада  как  вектора,  ком

Если  n  обобщенных  скоростей  определены ,  как  в  уравнении.  1,  производная  от  d  в  
системе  отсчета  A  (скорость  P  в  A) :

системы  координат  zyx  A  в  системе  с  n ,  где  

zyxwvu  Cii  —  единичные  векторы,  фиксированные  в  системе  координат  A,  а  fi  —  
скалярные  функции  обобщенных  координат  zyxw  n  и  времени.  Изменение  h  
относительно  кадра  zyxw  A  равно:

Эверетт:  альтернативная  алгебра  для  гибких  манипуляторов

и,  наконец,  становится:

произвольный;  следовательно,  другой  набор  произвольных  вариаций  Sy  может  быть  определен  как:

компоненты  также  являются  векторами.  Из  уравнения  zyxw .  6,  ур.  11  становится:

к

что  сводится  к:

Пусть  обобщенные  
координаты  вектора  положения  выражены

Если  нет  неголономных  ограничений,  все  8qr  в  уравнении.  16  можно  считать

как:

559

Вычисление  полной  вариации  векторов  3  

относительно  _  _
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остальные  y,  то  уравнение.  2  интегрированы  для  qr.

f  A,S&  для  r=p+l, ...,  zyx  n.

реономные  неголономные  связи.  Обратите  внимание,  что  хотя  B  исчезает  из
уравнение  21,  это  усугубляет  проблему.  Уравнения  движения  _

скорость  у.  Эта  последняя  замена  может  быть  проверена  уравнением.  17.

Член  A  vg  представляет  собой  неголономную  парциальную  скорость  Кейна ,  как  показано  в  уравнении.  
20.

письменный;

Обратите  внимание,  что  вектор  B  не  влияет  на  вариацию,  потому  что  
вариация  берется  мгновенно.  Поскольку  B  не  является  функцией  
переменных  y,  она  не  имеет  вариаций.  Эта  концепция  обсуждается  у  Ланцоша  в  теме

Теперь  рассмотрим  случай  zyx  rn  простых  неголономных  ограничений ,  заданных  уравнением

выражается  zyxwv  в  виде  p  уравнений,  которые  можно  проинтегрировать  для  p  независимого  u,

потому  что  zyxwvu  W  неособо.  Уравнение  16  может  быть  где  A3c  —  парциальная  скорость  Кейна  

точки  zyx  P  в  системе  отсчета  A  для  обобщенного

Подставляя  уравнение  21  в  уравнение  19  результатов:

Эти  результаты  можно  резюмировать  следующим  образом .  Предположим,  что  
производная  по  времени  вектора  положения  $ ,  принадлежащего  системе  с  р  
независимой  обобщенной  скоростью  % ,  записана  как  функция  %  и  времени  как  
3(ul, . . . ,  up ,  r),  а  абсолютная  вариация  вектора  $  (виртуальное  смещение)  
требуется .  Виртуальное  смещение  должно  быть  выражением  всех  возможных  
изменений ,  которые  вектор  может  претерпевать  независимо  от  времени  в  свете  всех  ограничений  (голономных  и

(21)

2.  Подставив  уравнение  2  в  17,  скорость  можно  выразить:

Вариация  уравнения  3  можно  выразить  так:

(г  =  1, ...,р).  Уравнения  3  (которые  содержат  B)  используются  для  решения

г=1

су  =

г560 Журнал  робототехнических  систем-1988

с=л
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Обратите  внимание,  что  величины  Si ,  найденные  в  уравнениях.  23  и  24  идентичны .  
Формальный  вывод  уравнения.  24  выполняется  аналогично  уравнению .  23.

голономных  систем  и  в  уравнении.  zyxw  20  для  неголономной  системы.
где  zyxwv  Si  представляет  собой  произвольную  виртуальную  величину,  а  zyx  9  определяется  в  

уравнении.  17  для  города  кадра  zyxwv  B  относительно  A  выражается  как  A3B(~  1 , ...

Через  правильное  определение  диады  инерции?  кинетическая  энергия  
системы  равна:

где  z  -  двоичная  инерция  для  тела  i,  -  масса  тела  i,  i"  -  центр  масс  тела  i,  а  Vi  *  -  
абсолютная  скорость.  При  условии  только  гравитационной  нагрузки  
потенциальная  энергия  равна:

Аналогично  можно  интерпретировать  величины  zyxw  "e'" .  Предположим,  что  угловая  
скорость ,  и,,,  zy  t).  Так  как  "  е  "

pi*  —  положение  центра  масс  тела  i,  а  g'  —  вектор  силы  тяжести .

выражение  всех  возможных  поворотов  системы  B  относительно  A ,  это  может  быть

Вычитая  потенциал  из  кинетического  и  интегрируя,  получаем  функционал  
в  принципе  Гамильтона:

Эверетт:  альтернативная  алгебра  для  гибких  манипуляторов

написано  как:

Два  примера  демонстрируют  концепцию,  обсуждаемую  в  этой  статье,  более  
простой  пример  можно  найти  в  Ref.  4.  Аналогичным  образом  метод  может  быть  
применен  к  сложным  системам,  таким  как  робот  с  шестью  степенями  
свободы.  Сначала  рассмотрим  задачу  о  выводе  уравнений  движения  
трехмерного  n  -  звенного  разомкнутого  манипулятора.  Пусть  начальная  
система  отсчета  0  привязана  к  земле ,  а  движущиеся  системы  от  1  до  n  
привязаны  к  каждому  из  звеньев  манипулятора.

неголономные),  наложенные  на  систему.  Это  можно  выразить  как:

я
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а( 'D@'*)  
j=1  а%

я;

+  g' (jSpi*)]}  dt  =  0.  (30)

г
+  g  9  (jSpi*)]]  dt  =  0. (29)

Системы-1988

SUj

функционал  равен  нулю,  следовательно ,  необходимо  вычислить  вариацию  zyx  f .  Один  

из  способов ,  например,  OS  ( 3'"  -  zyx  vi*)  -  это  тот  же  zyx ,  что  и  'S  ( 6"  *  3'*).  Распределение  

вариации,  поскольку  отдельные  термины  являются  векторами.  В  уравнении  zy  28  первый  термин

изменение  пунктирных  терминов  требует  тщательного  наблюдения  за  структурой

поэтому  вклад  в  изменение  вносит  только  вектор  угловой  скорости.  Термин  линейной  
скорости  в  уравнении  28  варьируется  в  инерциальной  системе  отсчета.  Член  
потенциальной  энергии  варьируется  в  некоторой  произвольно  выбранной  системе  
отсчета  j.  Когда  изменение  применяется  к  вектору  силы  тяжести,  есть  вклад,  потому  
что  вектор  не  фиксирован  в  системе  отсчета  j.

Следующим  шагом  является  сведение  всех  вариаций  производных  членов  к  
производным  вариаций  с  помощью  некоторых  тождеств  из  последнего  раздела.  Уравнение  28  
может  быть  выражено  как:

Поскольку  энергетические  члены  являются  скалярами,  вариации  во  всех  системах  отсчета  идентичны.

Используя  теорему  Грина,  уравнение.  29  можно  записать :

Величина  JSpi*  равна :

сделать  это:

варьируется  в  системе  i ,  поскольку  диада  инерции  постоянна  относительно  системы

Отдельные  уравнения  (n  из  них)  извлекаются  из  уравнения.  30 ,  выражая  
вариации  как  функцию  n  произвольных  виртуальных  величин.  Например,  для  n  
величин  uj,  как  обсуждалось  в  предыдущем  разделе,  так  что  линейная  и  угловая  
скорости  системы  могут  быть  выражены  как  функции  положения,  времени  и  uj,  
«e»  может  быть  выражено  как:

Уравнения  движения  получаются,  задавая  все  произвольные  вариации

Журнал
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Термины  кинетической  энергии  для  гибкого  тела  _

pADpp  -  AD$  'd,,,,idt  zyx  (33)

где  А  —  инерциальная  система  отсчета.

Полученные  уравнения  аналогичны  уравнениям  из  метода  Кейна.  Поскольку  термины  
появляются  в  форме  высокого  уровня,  включая  точечные  и  перекрестные  произведения,  это

энергия  B  может  быть  выражена  как

можно  манипулировать  терминами  в  существенно  разные  формы,  прежде  чем

термины  в  уравнениях.  31  и  32.  Этот  выбор,  однако,  необязателен  и  существенен.
упрощения  могут  прийти  с  альтернативой.

В  этом  примере  рассматриваются  члены  кинетической  энергии  для  системы  
нескольких  гибких  тел.  Потенциальную  энергию  легко  вычислить.  Так  как  общая
энергия  есть  просто  сумма  энергий  всех  тел,  рассмотрим  энергию

члены,  умножающие  uj  и  устанавливающие  нулевой  набор  для  всех  j.

абсолютное  положение  частицы,  принадлежащей  B.  Интеграл  по  времени  кинетической

Эверетт:  альтернативная  алгебра  для  гибких  манипуляторов

Задача  усложняется,  когда  изменение  кинетической  энергии

вклад  одного  тела  B.  Как  показано  на  рисунке  1,  пусть  zy  dp  представляет

Метод  Кейна  —  это  преимущество  исследователя  в  манипулировании  вариациями  в

Если  zyxwv  uj  выбраны  в  качестве  n  совместных  переменных,  то  легко  вычислить  

sed  в  терминах  zyxw  n  величин  zyx  uj,  уравнения  извлекаются  путем  сбора  всех  

преобразований  координат,  необходимых  для  вычисления  zyx .  Существенные  отличия  отразличные  системы  координат  для  поиска  упрощений,  а  метод  основан  
на  энергии,  что  совместимо  со  многими  другими  методами  для  упругих  
систем.

Я,  КЭдт  =

Рис.  1.  Одиночное  гибкое  тело .
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х  v'+  BDv'.  kS(A3B  X  v')]  &I.

(35)
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%pp  =

Самый  простой  способ  записи  вариации:

Кинетическая  энергия  равна:

вычисляется  из  уравнения.

Термин  KEN  -  это  термины  кинетической  энергии  твердого  тела,  которые  существовали  бы,  
если  бы  тело  не  имело  упругого  смещения.  Изменение  кинетической  энергии  может  быть  
выражено  как:

вычислено.

В  случае  твердого  тела  величина

материальная  точка  это:

Начните  с  вектора  положения,  определенного  как  на  рисунке  1.  Скорость

непрерывные  упругие  системы,  существует  zyx  бесконечное  число  u .  Определим,  что  точки  

упругости  n  и  p  совпадают  при  v'  zyxwvu  =  0.  Если  система  координат  установлена  в
тело  B  и  pp  записывается  как  сумма  векторов  n'  и  v',  показанных  на  рисунке  1:

z  отклонение  

точки  zyxwv  p  как  вектор  5,  и  определим  точки  zy  n  на  нейтральном  теле  так ,  что

ASii  для  всех  n  является  функцией  конечного  числа  независимых  величин  
u .  В  уравнении  _  35  считаются  произвольными  при  соблюдении  

граничных  условий.  условия  Хотя  уравнение.  34  компактен,  может  и  не  
пригодиться .  Альтернативная  форма  уравнения.  34  следует.  Обратите  внимание  
на  легкость  изменения  уравнения.  Поиск  сокращений  обычно  требует  
многократного  расширения,  перераспределения  и  ускорения  терминов,  поиска  
тождеств  и  общих  терминов.  Поэтому  легкость  редукции  уравнений  связана  с  
легкостью  их  манипулирования.

24.  В

+  'СБДГ

Журнал  _
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Теперь  рассмотрим  задачу  манипулирования  уравнением  zyx .  38  в  другую  форму,  чтобы

Это  легко  сводится  к:

показать  легкость  манипулирования.  С  тождеством  из  уравнения.  6  изменение  
кинетической  энергии  равно:

Термины  «S»,  «S»,  «S»,  «S»  и  «S»  обозначают  вариации  в  пяти  разных  системах  
координат ,  чтобы  проиллюстрировать,  что  вариации  терминов  не  обязательно  
должны  вычисляться  в  одной  и  той  же  системе  координат.  система,  отличная  
от  инерциальной  системы  отсчета,  потому  что  может  быть  проще  оценить  
изменения  во  вращающихся  координатах,  в  зависимости  от  конкретной  проблемы.

Эверетт:  альтернативная  алгебра  для  гибких  манипуляторов

Используя  отношения  в  формуле.  16,  ур.  40  можно  записать :

565
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Предыдущие  энергетические  методы,  применяемые  к  неголономным  системам,  требовали  введения  

матриц,  связывающих  зависимые  и  независимые  обобщенные  координаты.  Показанный  процесс  

учитывает  неголономные  ограничения,  выражая  скорость  через  подмножество  обобщенных  
производных  по  координате.  Выбранное  подмножество  должно  одинаково  удовлетворять  всем  неголономным  

уравнениям  связи.  Изменение  векторов  положения  связано  с  частными  производными  скоростей,  тем  

самым  выражая  произвольное  изменение,  которое  автоматически  удовлетворяет  ограничениям  a11.

что  идентично  результатам  в  уравнении.  34.

Этот  метод  можно  использовать  для  вывода  уравнений  Кейна  для  жестких  систем,  что  само  по  себе  

не  является  вкладом,  поскольку  уравнения  Пассерелло-Хьюстона  подтвердили,  что  уравнения  Кейна

Процесс,  продемонстрированный  в  этой  статье,  представляет  собой  альтернативный  метод  учета  

вращающихся  систем  координат  и  неголономных  ограничений  в  основанных  на  энергии  формулировках  

уравнений  движения.  Существующие  энергетические  методы  учитывают  вращающиеся  координаты,  

вводя  переменные  преобразования  координат  для  выражения  энергии  в  виде  скалярных  функций  в  

инерциальных  системах  отсчета.  Когда  энергетические  члены  дифференцированы,  преобразования  

координат  усложняют  формулировку.  Методика  не  требует  введения  преобразований  до  тех  пор,  пока  

уравнения  не  будут  получены.  Это  приводит  к  уравнениям,  которые  принимают  упрощенную  форму,  

поддающуюся  закрытой  редукции.

Определяя  обобщенные  скорости  как  функции  обобщенных  координат,  производных  координат  и  

времени,  результирующие  уравнения  появляются  в  форме  первого  порядка,  идеально  подходящей  
для  компьютерной  интеграции.

имеют  практические  трудности,  связанные  с  уравнениями  Пассерелло-Хьюстона

для  вывода  уравнений  с  использованием  энергетических  принципов.
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