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1. INTRODUCCION

El disefio y el analisis son dos tareas vitales en la ingenieria.

Proceso de disefio significa la sintesis durante la fase de propuesta el tamario, forma, material
se prescriben las propiedades y disposiciones de las partes para cumplir con la tarea requerida.

El andlisis es una técnica o mas bien un conjunto de herramientas que permiten la evaluacion critica del disefio
existente o propuesto para juzgar su idoneidad para la tarea.

Por lo tanto, la sintesis es una meta que se puede alcanzar a través del andlisis.

El ingeniero mecanico se ocupa de muchas tareas diferentes que estan en conjunto con diversos trabajos.
procesos denominados procesos tecnoldgicos.

Los procesos tecnoldgicos involucran transporte de material, generacion y transformacién de energia, transporte de

informacion. Todos estos procesos requieren movimiento mecanico, que es realizado por maquinas.

Para poder crear un disefio apropiado de maquina y mecanismo, se debe investigar la relacion entre la geometria y
el movimiento de las partes de una maquina/mecanismo y las fuerzas que causan el movimiento. Asi, la mecanica como
ciencia esta involucrada en el proceso de disefio.

La Mecanica representa la ciencia que incluye la Estatica, la Dinamica y la Mecanica de Materiales.

La estatica proporciona andlisis de sistemas estacionarios, mientras que la dinamica se ocupa de sistemas que
cambian con el tiempo y, como sugirié Euler, la investigacion del movimiento de un cuerpo rigido puede dividirse en dos
partes, la parte geométrica y la parte mecanica. Dentro de la parte geométrica Cinematica
la transferencia del cuerpo de una posicion a otra se investiga sin tener en cuenta las causas del movimiento. El cambio
esta representado por formulas analiticas.

Por lo tanto, la cinematica es un estudio del movimiento aparte de las fuerzas que producen el movimiento que es
descrito por posicion, desplazamiento, rotacion, rapidez, velocidad y aceleracion.

En cinematica asumimos que todos los cuerpos bajo investigacion son cuerpos rigidos, por lo que su deformacién es

insignificante y no juega un papel importante, y el inico cambio que se considera en este caso es el cambio en la posicion.

La terminologia que usamos tiene un significado preciso como todas las palabras que usamos para expresarnos
mientras nos comunicamos entre nosotros. Para asegurarnos de que entendemos el significado, tenemos un diccionario
de sinénimos/glosario disponible. Es util aclarar ciertos términos, especialmente en areas donde la terminologia no es
muy clara.

La estructura representa la combinacion de cuerpos rigidos conectados entre si por juntas con la intencion de ser
rigidos. Por lo tanto, la estructura no realiza trabajo ni transforma el movimiento. La estructura se puede mover de un

lugar a otro pero no tiene movilidad interna (no hay movimiento relativo entre sus miembros).

Maquinas y mecanismos : su propdsito es utilizar el movimiento interno relativo para transmitir
potencia 0 movimiento transformador.
Maquina : dispositivo utilizado para alterar, transmitir y dirigir fuerzas para lograr un objetivo especifico.
Mecanismo : la parte mecanica de una maquina que tiene la funcion de transferir movimiento y fuerzas de la fuente
de energia a una salida. El mecanismo transmite el movimiento desde el accionamiento o el enlace de entrada al seguidor

o el enlace de salida.
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Mecanismo plano : cada particula del mecanismo dibuja curvas planas en el espacio y todas las curvas se encuentran en
planos paralelos. El movimiento esta limitado al espacio bidimensional y el comportamiento de todas las particulas se puede
observar en tamafio y forma reales desde una sola direccion. Por lo tanto, todos los movimientos se pueden interpretar
graficamente. La mayoria de los mecanismos actuales son mecanismos planos, por lo que nos centraremos en ellos.

Mecanismo esférico : cada enlace tiene un punto estacionario a medida que se mueve el enlace y los puntos estacionarios
de todos los enlaces se encuentran en una ubicaciéon comun. Asi cada punto dibuja una curva sobre la superficie esférica y todas
las superficies esféricas son concéntricas.

Mecanismo espacial : no tiene restricciones en el movimiento relativo de las particulas. Cada mecanismo que contiene un

par de tornillos cinematicos es un mecanismo espacial porque el movimiento relativo del par de tornillos es helicoidal.

El mecanismo por lo general consta de:
Armazén : por lo general, una parte que no muestra movimiento
Eslabones : las partes individuales del mecanismo que crean la conexion rigida entre dos o mas elementos de un par

cinematico diferente. (Los resortes no pueden considerarse eslabones ya que son elasticos).

El par cinematico (KP) representa la unién entre eslabones que controla el movimiento relativo por medio de la
superficie de acoplamiento, por lo que algunos movimientos estan restringidos mientras que otros estan permitidos.
El numero de movimientos permitidos se describe a través de la movilidad del KP. Se supone que las

superficies coincidentes tienen una geometria perfecta y entre las superficies coincidentes no hay juego.

Articulacion : conexién moévil entre eslabones denominada también par cinematico (pasador, articulacion deslizante,
articulacion de leva) que impone restricciones al movimiento.

La cadena cinematica esta formada por varios eslabones conectados entre si de forma mévil mediante articulaciones.
La cadena cinematica puede cerrarse o abrirse segun la organizacion de los eslabones
conectados.

Enlace simple : un cuerpo rigido que contiene solo dos articulaciones

Enlace complejo : un cuerpo rigido que contiene mas de dos articulaciones

Actuador : es el componente que impulsa el mecanismo.

El afio pasado empezamos a hablar de los fundamentos de la Mecanica — Estatica y mas adelante de la transferencia de las
fuerzas y su efecto sobre los elementos de la estructura/maquina. Nuestro calculo de las fuerzas se bas6é unicamente en la
estatica y al principio asumimos que las fuerzas existen en la estructura o se aplican muy lentamente para que no causen ningin
efecto dinamico en la estructura.

Esta situacion esta lejos del mundo real ya que no hay nada estacionario en el mundo. (Dame un fijo

Punto y voy a girar el mundo. Arquimedes 287 a. C. - 212 a. C. matematico, fisico griego )

La cinematica se ocupa de la forma en que se mueven las cosas. Es un estudio de la geometria del movimiento que
implica la determinacién de la posicién, el desplazamiento, la rapidez, la velocidad y la aceleracién.

Esta investigacion se realiza sin tener en cuenta el sistema de fuerzas que actua sobre un actuador.

El actuador es un dispositivo mecanico para mover o controlar un mecanismo o sistema.

Por lo tanto, las cantidades basicas en Cinematica son el espacio y el tiempo tal como se definen en Estatica.
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La cinematica describe el movimiento de un objeto en el espacio considerando la dependencia del tiempo.
El movimiento se describe mediante tres cantidades cinematicas:

El vector de posicion da la posicion de un punto particular en el espacio en el instante.

La tasa de cambio de tiempo del vector de posicién describe la velocidad del punto.

Aceleracion : la tasa de cambio de la velocidad en el tiempo
Todas las cantidades: posicion, velocidad y aceleracion son vectores que se pueden caracterizar con respecto a:

Cambio de una magnitud escalar — movimiento uniforme
Movimiento uniformemente acelerado

Movimiento acelerado no uniforme
Movimiento arménico

Caréacter de la trayectoria - 3D (movimiento en el espacio)

2D (movimiento plano)

El tipo de trayectoria se puede especificar como: Movimiento rectilineo
Rotacién
Movimiento plano universal
movimiento esferico
Movimiento espacial universal

Movimiento complejo

El conjunto de coordenadas independientes en el espacio describe la posicién de un cuerpo como un tiempo
funcién define asi el movimiento de un cuerpo.

El nimero de coordenadas independientes corresponde al grado de libertad del objeto o conjunto de cuerpos acoplados
y se expresa como la movilidad del objeto.

Movilidad : el numero de grados de libertad que posee el mecanismo. Se requiere el nUmero de
coordenadas independientes (entradas) para posicionar con precision todos los enlaces del mecanismo
con respecto al marco de referencia/sistema de

Para mecanismo plano: —EoB(aEnadas_ =J -

Para mecanismo espacial: ~Yoli®Rorte(Hirrte )1

Diagrama cinematico : es un boceto "desmontado" del mecanismo (forma de esqueleto donde solo

se muestran las dimensiones que influyen en el movimiento del mecanismo).

Particula : es un cuerpo modelo con dimensiones fisicas muy pequefas/insignificantes en comparacion con el radio de la

curvatura de su trayectoria. La particula puede tener una masa asociada que no juega ningun papel en el analisis cinematico.
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¢,Coémo encontrar el grado de libertad?

1. Considere una linea sin restricciones que se mueve en el espacio

A

A La condicién de no penetracion entre puntos

\./a un, b

'\_/ AB = const. = yo
numero de grados de libertad para una linea en 3D: dos
]b puntos [——+1 2*3 = 6 DOF

e > condicién no penetrante: AB = |
Asii=6-1=5DOF

Conclusion: Un eslabén libre AB tiene cinco grados de

p—

X libertad cuando se mueve en el espacio.

2. Considere un cuerpo sin restricciones en el espacio
¢,Cuantos puntos describiran la posicion de un cuerpo?

Tres puntos: 3*3 = 9 DOF
Condicién no penetrante (suponiendo cuerpo rigido):
AB =

const.; CA = constante; BC = const.

porlo tantom =3

y 6i=3*3-3=DOF

Conclusién: Un cuerpo sdlido libre tiene seis
grados de libertad cuando se mueve en el espacio.

Para poder evaluar el DOF, se debe crear el diagrama cinematico del mecanismo.
Los diagramas deben dibujarse a escala proporcional al mecanismo real en la posicion dada.
La convencion es numerar los enlaces comenzando con el marco de referencia como el niUmero uno, mientras que las
uniones deben tener letras.
La estrategia adoptada debe consistir en identificar en el conjunto real de cuerpos:
el marco, el actuador y todos los demas eslabones
todas las
juntas cualquier punto
de interés y dibujar el diagrama cinematico de acuerdo con la convencion.

Una vez que evaluamos la movilidad (grados de libertad) podemos identificar el correspondiente
conjunto de coordenadas independientes (parametros) y comenzar el analisis cinematico del mecanismo.

7

Dra. Ing. Zdenka Sant
10/2009



Machine Translated by Google

procediendo a través de la subtarea: a)
definir el marco de referencia (espacio basico en el que se describira el movimiento) b) definir la
posicion de un punto/particula con respecto al marco de referencia c) describir el tipo de
movimiento (restringido o sin restricciones) d) escribir las condiciones de
no penetracién e) definir las coordenadas
independientes f) encontrar la velocidad y la

aceleracion

@ Base
@ Caja
Polea

Polea

Motor/Actuador

Enlace

DO

Analisis conjunto:
A.... alfiler .... 2 dof

Yo B(871) (52 3 1)

El analisis cinematico de todo el conjunto de cuerpos conectados se puede realizar si somos capaces de
describir el movimiento de cada segmento/cuerpo y luego identificar las cantidades cinematicas en el punto de
interés en la posicion o tiempo requerido.

Entonces, comencemos con la cinematica de una particula que se muestra en el diagrama como un punto.
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2 CINEMATICA DE UNA PARTICULA

“z A El vector de posicién rA describe la posicion de una particula/
As punto A, con respecto al marco de referencia (CS x,y,z).
Ar
rq A El caracter de un vector de posicién depende del sistema de
1 .
¥.41 coordenadas arbitrario
>
- ¥ En el instante el punto A tiene una posicion
x

=r= t)(tf)(rA
durante el intervalo de tiempo At el punto se mueve a un nuevo
posicion A1 que puede ser descrita por un vector de posicion rA1

rar+Ar
donde: Ar ....representa el incremento del vector de posicion en el intervalo de tiempo

As ...representa el incremento de la trayectoria en el intervalo de tiempo

La Distancia representa la medida de la posicién instantanea del punto con respecto al origen.

La trayectoria/camino del punto particular es el lugar geométrico de todas las posiciones instantaneas de ese punto.

El vector unitario de la trayectoria:

Ar dr
T ...vector unitario en la direccion de la tangente T = limite
As ds
entonces

d dx dz
e R
ds ds ds ds
dz
dx
donde . =poraue X -

_ _= porquev
i = porque Bt i t
ds ) ds ) ds

son los cosenos direccionales de la tangente a la trayectoria, y los angulos at, Bt, yt son
los angulos entre los ejes x, y, z y el vector tangente

T

n ...el vector unitario en la direccién normal a la trayectoria tiene una orientacion positiva hacia el centro de
la curvatura de la trayectoria

_ . A _ dr
w = TliM—— = —
' -0 A d

teniendo en cuenta el radio de curvatura de la trayectoria R entonces

_ ds
dsRd= d ==

dr dr
B = R-g . Sustituyendo por T obtenemos

R

d?r dX ; dZ

nFR=5 R—i Rdy2 +R—k
ds ds ds
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dx 7 d?
= R 4y

dénde: R = porque = porqueB : R = poraey son los cosenos direccionales de
ds 2 - ds? ds ?

normal a la trayectoria, y an; pBn;

yn son los &ngulos entre los ejes x, y, zy la normal

En el caso de movimiento 3D, la trayectoria es una curva 3D, por lo que se debe definir un tercer vector unitario en
direccion bi-normal:
b ... el vector unitario en la direccion binormal a la trayectoria esta orientado de tal manera que
la direccion positiva de las formas vectoriales binormales junto con el sistema perpendicular
orientado a la derecha normal y tangente.
b=1x%xn

2.1 VELOCIDAD

Es la tasa de cambio en el tiempo del vector posicional.
_ Ar
At

Nuestro interés es encontrar una velocidad instantanea, que represente el caso limite de la velocidad media. El

La velocidad promedio de cambio se define como \%

Avr

limite de tiempo para el calculo de la velocidad instantanea se aproxima a cero. A

r dr
La velocidad instantanea se define como: V = limite—— ==——

—at At dt
¢, Cudl es la direccion de la velocidad instantanea?
Un sentido comun o mejor dicho intuicion sugiere que la velocidad tiene la direccion tangente a

la trayectoria Asi que demostremos matematicamente esta afirmacion:

As Ar As dr ds

y = limte . = limite— limte — = = = T s TV

—A0t At As  Oba-Ag  t 0 AL ds dt

As ds
desde g = |imite — ==—

-0 At dt

Teniendo un vector posicional definido como: r = xi + yj + zk

entonces la velocidad puede ser descrita por sus componentes, ya que:

dr d dx dz .
Vv ==— —Xgﬁkik++=++=hv+v+~di1[ — x| vk z
dt  (dt dt  jdt dt

donde vx, vy, vz son componentes de la velocidad en la direccion de los ejes del sistema de coordenadas.

La magnitud/médulo de la velocidad: ‘V|V_'. s i +vPvy i

v v
con cosenos direccionales:  porque O = ¥ porque BV = porveyy = _z

| 1l v
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2.2 ACELERACION

La aceleracion de un cambio de posicion es la tasa de cambio de velocidad en el tiempo.
Para derivar la expresion de la aceleracién, necesitamos dibujar el diagrama vectorial de velocidad llamado

hoddgrafa de velocidad.

A

Ia

Construyendo una hodégrafa
basada en el conocimiento de la
trayectoria de un punto y su

velocidad en una posicién particular

Ay A1: Tengamos un

punto P arbitrario a través

P s+ AT . 4 -
LA \'elocﬂy hOdOgl'?lph del cual pasaran ambas velocidades ,
VA y VA1 . Los puntos finales de
Position ho dagmp ) sus vectores estan creando la

hodégrafa de curva deseada.

VAL

Basado en hodografa

VFVArvV

_Av
La aceleracion promedio se da como aavr A_t
La aceleracion instantanea se da como el valor limite de la aceleracion promedio para el intervalo de tiempo
A—t0
_ Av.v. d _
a ~ limte—— =5—— realidad virtual
0 At dt
dv d ( VL) v+ dv
La direccion de la aceleracion se puede encontrar a partir de un == — ) T—
P P dt  dt dt dt
dr d dd T ds d T dv
De este modo = T . . 2 =t T+
dt ds dt ds dt dt ds dt
dr - .
. y note = R -—— entonces podemos sustitur ———= —  donde
Dado que la direccion de la normal se da como ds ds o
P representa el radio de la curvatura en el instante. Por lo tanto:
v? dv 5
un=norte— +T1 -=morte — S +7
P dt P
. v’
Donde un = norte —— es el e
Y —
Y

aceleracion en direccion normal, y

a=T1 S esla

componente tangencial de la aceleracgl%/

Accelerated motion
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La direccién de la aceleracion normal siempre esta orientada al centro de curvatura instantanea de la trayectoria.
La componente tangente de la aceleracion captura el cambio de magnitud de una velocidad mientras que la

componente normal captura el cambio de direccion de una velocidad.

La aceleracion resultante forma un angulo 8 con direcciéon normal: ronare [3 = —

Asi la aceleracion expresada en el sistema de coordenadas rectangulares tendria la forma:

==@ _( N\ = + +
2 grar U9 - TRy

- d
2= (o IRk

. . = 22
y la magnitud de la aceleracion: |a| | J#+aaa
y

La orientacién de la aceleracion final viene dada por los cosenos direccionales:

a

a
porque(f = —ax— B = Y porque; =2
A T

. . 2 -
yal mismo tlempo porque ([ 2+ porque B 2 + porque v =1

La descripcion precisa del movimiento de una particula esta dada por la funcién que captura toda la cinematica.
cantidades f (,,@¥)¥q

2.2.1 Clasificacion del movimiento

Considere el movimiento de la particula a lo largo de la linea recta (en la direccion del eje x).
La componente tangencial de la aceleracion captura el cambio de magnitud de la velocidad, por lo que puede

utilizarse para distinguir el movimiento como:

Movimiento uniforme

dv
Descripcién matematica: = 0 asiw = en d— eso implica v = const.
t
. . s . = s dx
En caso de que la tangente tome la direccion del eje x entonces constante v- y ecuacion vx = a
representa la ecuacion diferencial simple
resuelta por separacion de 60
. X 50 —@— distancia viajada o
Variables v dtdx[ = . dando asi B veiocicad =
X ' 40 /-
0 *o "30 *
la solucion xv =+ § 20 //
10 ’
0 i 1 1 1 1 1 1 L 1 ! L
0123 45678 910
tiempo
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Movimiento uniformemente acelerado/desacelerado
Descripcion matematica: una ¢onst.
dv

En caso de que la tangente tome la direccion del eje x entonces ung const. y a, T s
dt

t v
hachjdtdv I = . queconduce a la solucion wtao + |

0 Vo

dX t X
al mismo tiempo id = P
P vx = pgr lo tanto ( ) ¥ dtta dx x I que da la solucion: + 0
0

Xo
_ 31
X=XgtvFtaz |

La solucion conduce a una ecuacion de trayectoria del punto expresada en funcién del tiempo.

. A20 -
v —e— distance traveled
E £ 100 H = velocity

@0
-ﬁ' E 80 acceleration
g5
2% o0
Es
§§ 40

20

z
=

0

Movimiento acelerado no uniforme

Descripcion matematica: aaa kt= | = | + (1a funcién podria definirse de otra manera)
i = _dvx : i con solucion
Asi # ugnst " gt Porlotantd (uo kt dthv=]
0 Vo
1, dx ' 1 t
- _ desde 2 — '[
wiakt=+£00 - v fa kt dt dx- = |+ +
ta 5 vx = egfonces [ vdaktd 5 quedae

0 Xo

1 1
ecuacion de trayectoria xo= x ¢ tv ﬂzrta £kt 6 ’

300

250 +— —e— distance [m
= —m— velocity [rs]
gzm acceleration [mis2)
=
%160
E
>
=100
E
k-1

L
=]

o Lo s s —h—h——4

time [s]
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Movimiento con otros cambios de cantidades cinematicas

En este caso la aceleracion viene dada en funcion de otras cantidades a = ( ,, tvrf )

2.3 TRANSFORMACION ORTOGONAL

Puedes ver muy claramente que la velocidad y la aceleracion dependen directamente del vector posicional.
La forma del vector posicional variara segun el tipo de sistema de coordenadas. Asi, en el sistema de
coordenadas rectangulares ( x, y, z) las cantidades cinematicas en forma vectorial son:

r=rxi+ryj+rzk (vector

. d .
yosv+vik=yvdt — (yo+ Mosicionallvpkyidad)
2

_ d, . - o
= undun + upguny pm ( dEEWzk prENIEY i (aceleracion)

g 7

Sea el punto A unido al sistema de coordenadas en
movimiento , y ,z con suxarigen

coincidiendo con el sistema de coordenadas fijo  y ;.111

01=02
'l'z. La forma vectorial de una posicion del punto A en
Ccst:
1 . A
r At 4 rfjk1 -
>
y en CS2: rA =r4ir+r AJ- Ak
22222 x v n V2
A A
X4 X,
en forma matricial: ; * = yi Y = yo
Z1 22
o epr=fyz , 1Y enr=hyz , I

. A
Para expresar el vector posicional r en CS1, el vector debe transformarse. este proceso es

llamada Transformacion Ortogonal de Cantidades Vectoriales

2.3.1 Transformacion ortogonal de cantidades vectoriales

La operacion matematica esta utilizando la forma matricial de un vector.
ElI CS1 esta asociado con un marco/espacio basico que sirve como un marco de referencia fijo que no
Nno moverse.
El punto movil A esta conectado al CS2, que se mueve con respecto al marco de referencia.
Por lo tanto, la posicion del punto A en CS1 es

A _ i A A
r111‘11)§371y+z J yencs2

aamxdy+zt o Pk,
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5MO | ici A encs1?
¢ Como interpretamos el vector posicional r2? €N !
La tarea es proyectar el vector r2 A en CS1.
A . .,
Proyectando asi el vector r2  en la direccion x1 :

A A A A A
X1 =r2 yomyegxz;#k yyo z ) 1

donde: poraue ] | = .l¢0=y0 , Poraye a,
I
i
poraue , = _—1yo =j porqued,
2

|
porquel 5 = —1yo =k, porgue Q,
k,
A A A A . A A
De este modo X 1224 y21Y@ z jix= oMk 5%, yoporqued 4 v i porquea +z ,kporque A

¢ )

un 1 A A A A
X=r yo=Xy»ryj+zk yo=X 1 growe Oy gy prome Oy +25 P00,

A A A A A A A A
yFr p=Xyexbygjorzk j=X ) 1 g g4y g PR,y HZ, prae,

un 1 . A A A A
251 k=X Y i+zK k=X ) Jeome Vo + Y psowe Y, 2] somey

reescribir estas tres ecuaciones en forma matricial dara

X1 A porqued ’ porqued 2 porqueq 3 X 2 A
y1 = porque B 1 porque B 2 porque B 3 y 2 r 1é C [-21 s A
Z1 porqve 1 porqueY ) porquev s Z2
porque Of ; porque Of ) porque O 3
dénde C 2 = porque B 1 porque B 2 porque B 3
porquev 4 porquev 2 porquev 3
La transformacién analégica de CS1 a CS2 da: r£C r,,
donde Y2 AV
porque O porque B porqu »1\
] 1 1 Y 1 3 5
CC1:2 == 21 porque O 2 porque B ) porquev ) L\é_/i_{
porque O porque B porquev "\
3 3 3 D R =
v /
=7 \\ K
y CC=y0 by
El movimiento plano es un caso especial cuando en cualquier momento /Q e
)
del movimiento 5 = be'\\ A
a,” a a, =2 ol
. =+ . = —
1 ; 2 9 T ; 3 9
3 m
=+ = =
B1 2 m . Bz : Bs 2
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Y:=0

porque ~ pecado 0

porque pecado

C21 = pecado porque O =

Yy pecado porque

0 0 1

Una vez que el vector posicional se expresa en forma de matriz y se utiliza la transformacion ortogonal, la velocidad y la

aceleracion se pueden expresar de la misma forma.

2.3.2 Velocidad en forma matricial usando la transformacién ortogonal
La velocidad es la primera derivada del vector posicional
UV?VF 1T i C52QA")::" 2 T oz .
dt ( -
A

Si el punto A no E\ambia de posicién con respecto al origer/l CS2 entonces r2 =const. y
por lo tanto r, =o y v=C ,r,

2.3.3 Aceleracion en forma matricial usando la transformacion ortogonal

La aceleracion es la primera derivada de la velocidad y la segunda derivada del vector posicional,

por lo tanto
alrCrcor CrgnGg, A A
) ! UNSs1 2213212512
A
Si el punto A no %ambia de posiciénAcon respecto al origen CS2 entonces r2 A = const. y
por lo tanto l = 0ydandoase = O Uﬁ =C, r,
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2.4 PARTICULA EN SISTEMA DE COORDENADAS CILINDRICAS -r, z

2.4.1 El vector de posicidn

enCS2 ,,, pzk= + le‘fé:\%
p o Alp., 9. 2)
en forma de matriz r2A = 0
z
Y2
P A b 43
Asir = ‘C Fa1 2 y puesto que = S
porque ~ pecado 0
21 pecado porque
0 0 1
porque - pecado 0 p p porque

w A
r1= C 2{. 9 =  pecado porque 0 O - p pecado
0 0 1 z z,

. A = .
en forma vectorial: r1 p porawe YO, q Qoo j ¥ Z k

2.4.2 La velocidad
dd

_— — ikik z + = + +z 222
Lt (p )=p g .. 2

Expresado en forma vectorial unv2™=

donde el vector unitario k2 permanece constante (la magnitud y la direccién no cambian con k

tiempo), por lo tanto 2 = 0

El vector unitario i2 gira en el plano x, y alrededor del origen por lo que la velocidad se da como

dp . di dz
oy =i p 2, By dénde
dt dt dt
di, d _—
? = ":ﬂ*x YOWYO 5, o representa el vector transversal perpendicular al vector unitario i2.
_d d dz
Asilavelocidad 2~ wav __Qy%r” pj_ 2340 K YOF *t 2p 3 Z Kk

Dénde P dtp =iy representa la componente radial de la velocidad
P 2=jv representa la componente transversal de la velocidad

z 2 =kwrepresenta la componente z de la velocidad

T -
en forma de matriz: la velocidad de transposicion en CS2 v2 ~ [p p Z]
porque - pecado 0 p p porque - pw pecado
en CS1 \ :C=V = 21 2 pecado porque O p = p pecado + pw porque
0 0 1 z z
17
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2.4.3 La aceleracion

dd . d
en forma vectorial unz_“ad{—(p ||k=8'22dt ) —(pYe 2p  jF Z k)

AL

w tp#=@2 p e p jr @ j,3zKk

=Pl 2p Wik pWis pa jrop Wt zk,

di .
donde: —J—2=6)Zj , T, W
dt
. . A . . w2
dando asi la aceleracion =Ptezunp2  j+ 2 j2 P 28 K

TP P C)yokp + 2@j 22 .k

dénde @ = u®’ .

(p 2+ p ):unapag e
representa la aceleracion transversal

representa la aceleracion radial

z =un

representa la aceleracion en la direccion del eje z

en forma matricial:
A - 2 +
w2 P P p *2p z

2

porque - pecado 0 p p
uhiaC upa”® = e porque 0 pt2 p
0 0 1 z

En esta presentacion, asociamos el angulo  con la coordenada vectorial angular, por T T ky ko
lo tanto, la velocidad = Wi1qw

angular y la aceleracién angular = = Ky w k1a

2.4.4 Casos especiales

a)z=0 D ~ constante, (1) AZI=22

La particula (el punto A) esta restringida al plano x,y
solamente y se mueve de tal manera que la trayectoria de la
el punto A es un circulo en el plano x,y.

La velocidad y aceleracion expresada en coordenadas

. v 3.6
generales en el parrafo anterior es: L >

A 4

22 yoﬁ + Vp 12‘|‘22 k 0
X, » A(p.p,0)

A _ 2 . v gl 2 >

w2 (p p )yo +(Q2- p )J2+ . k2 A
X2

A .
Asi, para nuestro caso particular en CS2: V2 ~ p J2

A -_ .
en CS1: v’ = p pecado YO 1+ p Pporaue J1

18
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A 2
y aceleracién en CS2: w2 =7 P yor @ j2
A 2
déonde - P

representa la aceleracion normal orientada siempre hacia el

centro de curvatura de la trayectoria

A = .
un 2T - p J 2 . ..
representa la componente tangencial de una aceleracion
A 2 2
encst: |+ (P T P pecado)yo+ (@ e P pecado)j !
. 2 -
dénde P porque ares la componente x de la aceleracion normal en CS1
"P  w=e T arx  eslacomponente x de la aceleracion tangencial en CS1
P rrwe T8y eslacomponente y de la aceleracién tangencial en CS1
- 2 =
6] pecado a.es la componente y de la aceleraciéon normal en CS1

byzza__O(t), €

La particula (punto) se mueve en el plano x,y y la descripcion del problema usa coordenadas polares (p,

2.5 TRAYECTORIA DE PARTICULAS

El movimiento podria clasificarse con respecto a la trayectoria como:

2.5.1 Movimiento rectilineo

La posicién de un punto se describe como una funcién de coordenadas curvilineas s : r = r(s)
dr

— =7 T% 1

ds y

dénde

La condicién necesaria para el movimiento rectilineo es

O
dado como: T = const. |
S 1
La velocidad se da como: d »
rvr d ds dr ds
== =" =F S— —
dt dt ds ds dt
| i6 a dv d T T
y aceleracion: = = 3 S
(dt dt %)
Si: s = constante. porlotanto 0 s =...movimiento rectilineo uniforme
s #const. 00s #  enn. movimiento rectilineo acelerado

para s = const entonces movimiento rectilineo uniformemente acelerado

para s # const entonces movimiento rectilineo no uniformemente acelerado

19
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2.5.2 Movimiento curvilineo

En caso de movimiento curvilineo r =r(s) y s = s(t) y la velocidad se

expresa como:

dr dr ds dr ds

VE=— =—=% s— —

dt dt ds ds dt

5 2 . I
Dénde  1=1  asicomo T# const. ya que el vector unitario

cambia su direccion
la aceleracion es:

dd > 1 N
ass=—  — 7 ryes S TS — = i
e -
(dtdt P
En caso de que:
a) s = constante. entonces 0 s =
12 L .
por lo tanto un = nortes= un _y el punto se mueve a lo largo de la trayectoria circular con uniforme
velocidad b)
s #constante - entonces 0 s #y el movimiento no se acelera uniformemente o
. s :
s =const. donde un=Ts + n etmovimiento se acelera uniformemente

2.6 MOVIMIENTO ARMONICO

El movimiento de un punto (particula) que se describe mediante la ecuacion x A T+ sin( reprebenta)

donde A la amplitud (desviacion maxima de la posicién neutra) [m] representa la frecuencia
w angular [s-1] representa el cambio de fase [rad]
representa la distancia instantanea de
X la particula

se llama movimiento armoénico

La velocidad en este caso se da como: v = =((jT)t( A Woorque T+ )y
dv )
La aceleracion viene dada por:  a ==-(; AW L Wt+ )
Para la condicion inicial: t = 0, x = x0, v = v0, a = a0 las cantidades
cinematicas son:
x0 = Asen . vO=A Wrorae w, == A ) pecado

20
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La interpretacion grafica del movimiento arménico se puede representar como la rectificacién de todos

magnitudes cinematicas en el tiempo

m— = distancia x [m]

velocidad instantanea v [m/s]

= = = gceleracion instantanea [m/s*2]

tiempo

wT =21

, _ 2 , . 1
Donde T representa el periodo T= — [s]asifrecuencia F = HI:|Z]
w

La amplitud del movimiento se puede expresar de x0 = Asin  yv0=A () porque

2
A=xl2 Yo = =

0 2
w y porque \" 0

Donde x| = A;
Iv| = Aw;
2
Iral = Aw
, - . ﬂz = 0
. "
i
-~
t[s]
21
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2.6.1 Composicion de movimientos arménicos en la misma direcciéon
a)Siwl=w2= .-+ =n=w entonces

X%’“’? 1pecado(wt+ = 1) eﬁ (ti w)

Xi‘m: zpecado(wt"': 2) eé (ti k)

_ i
XUF . wt+=.) eA " )

pecado(

El movimiento resultante es nuevamente un movimiento armoénico descrito como:
i

X~ ZXZ= unajpecado(wt +J=) ZAeyﬂw“ 0= ZAeeﬁ? s e%?jaSi J

j=1 j=1 i=1 j=1

Xﬂnvei(wt+ v)

sustituyendo t = 0 obtenemos: x A e

= v
\2

de donde obtenemos la amplitud final y el cambio de fase

= 2 4
AV (2 cos ) (3 sen) una i
j=1 j=1

z A o
] J

= j=1

E A _ porque
] ]
=1

y v

b) Siwl #w2# ... #wn entonces cada movimiento es descrito por su propia ecuacion

_ LWt )
XA 1P +=1) Ay

Xé.”'_l' zpecado(wz +:2) A%/sz" 2)

XU +=.) Ay’

™ pecado(

y el movimiento final se describe mediante la ecuacion:

: .
= = = (W + )
X Z *Z una pecato() t ) e,?\ i
i=1 i=1 ¥=

El movimiento final compuesto por movimientos arménicos con diferentes frecuencias angulares no es un
movimiento arménico, ya que la amplitud resultante no es constante.
T, T, . . L e .
2T y w, = 2 y al mismo tiempo la relacion —1=_1 esunracional
T T W, "2

En caso de que w, =

numero, se dice que el movimiento resultante es un movimiento periodico.
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2.6.2 Composicion de dos movimientos armoénicos perpendiculares

El movimiento de dos particulas que se mueven en dos direcciones perpendiculares se define mediante

ecuaciones:
= — i+
xun 1 pecado(w1t += 1) eA1 ( " ) y

y UN 2 pecacoW,f + = ) eh (tio+ )

Estas ecuaciones definen curvas conocidas como cuadro de Lissajous.
La solucién es bastante exigente y esta mas alla de nuestro alcance.
Las soluciones relativamente simples existen para casos especiales, cuando w1 = w2 y la suposicion A1 = A2

lo que lleva a la ecuacién de la elipse en los ejes conjugados.

2.7 MOVIMIENTO DE UN CONJUNTO DE PARTICULAS

El conjunto de particulas puede ser un conjunto conectado o

particulas o un nimero de dos o mas particulas no conectadas que se
Datum mueven en el mismo sistema de referencia.
! Por lo tanto, la relacién entre las particulas debe tenerse en
cuenta. Tomemos el caso de las particulas A y B como se muestra
en el diagrama: Ambas

particulas estan conectadas a través de un cable inextensible.

llevado sobre las poleas. Esto impone una condicién de no
penetrabilidad entre ellos:

Ishhs =+ +2¢ ;)

La longitud adicional del cable entre el punto de referencia superior

e 5 m— d A y el techo, asi como la parte del cable que abraza las poleas,
atum
m( permaneceran constantes durante el movimiento, por lo que no

|
juegan ningun papel en la descripcién cinematica.

Datum ¢—354 —

Investigar la movilidad del conjunto de particulas definiria el nimero de independientes
coordenadas que en nuestro caso es i =1
La trayectoria de una particula A no es idéntica a la trayectoria de la particula B y la relacion entre
ellas debe describirse en funcién de las articulaciones involucradas. Por lo tanto, excepto en la condicién
de no penetracion, se debe tener en cuenta el soporte en A, asi como los soportes para las poleas y el
cuerpo B.
Teniendo la condicion basica de la longitud inextensible podemos evaluar la relaciéon
entre las velocidades de la particula A y B como una derivada temporal de la |. De este modo
0 SZ\F;r 5
Entonces podemos concluir que para el movimiento de la particula A en direccion positiva (alejandose del punto de referencia

v
. . . . - . . . = A
en la direccion de sA) la particula B se movera hacia arriba con velocidad \y o
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3 MOVIMIENTO DE CUERPO SOLIDO

Como anunciamos antes, el cuerpo modelo adoptado en cinematica es nuevamente indeformable,
por lo tanto, la distancia entre dos puntos A, B en un cuerpo sélido seguira la regla matematicamente

expresada como: AB = const .

3.1 MOVIMIENTO DE TRASLACION DE UN CUERPO SOLIDO

Se investiga la posicion
y trayectoria de dos puntos
A, B.

Si dos puntos en
movimiento dibujaran sus
trayectoria en dos
planos paralelos, por lo
que sus trayectorias son
curvas paralelas. El
cambio de posicién del
punto Aal A'y del B al B'
se describe mediante
vectores p que son

paralelos. El movimiento
de avance es rectilineo.

(linea continua) si el vector p es

una linea recta y curvilinea si es una curva (linea de puntos).

El cambio de posicién del punto Aesr=rA+p A
rerB +
del punto B 5 P
De este modo
rar=rngr B o reordenado Mofor-r

Expresando los vectores rB y rB'con respecto al punto de referencia A/A' podemos probar la afirmacion
anterior sobre los vectores paralelos rBA = rB'A' = const.

3.1.1 Investigacién de cantidades cinematicas

Posicion

El punto A es el punto de referencia adjunto al cuerpo asociado
con CS2 en movimiento (x2, y2, z2). La posicién de un punto B se da como
reret

— BA
y r1—X o Pporque d,] +y2 porquedz +22 porque(x3
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por tanto, la posicion del punto B en CS1 es

B A BA
XEX+X porquea1 +y 5 poraue a_+z 5 porqueas

2 2

B A BA
= +
yTy+Xx4 o porque B1+y2 porqueB2 Z ;7 porque BS

— un BA
BAZ—Z1+XCOZS1 Y1+Y2P°fq“eY2+Zz porqueY3

oenformamatricial r=r+C ', ,

La matriz de transformacion C21 contiene los cosenos de todos los angulos entre los ejes del sistema de coordenadas.
Dado que todos los vectores siguen siendo vectores paralelos, los angulos entre ejes particulares son constantes. Por lo tanto

C = constante.

Velocidad

En forma vectorial, la velocidad del punto B se da como:

dr?® d
vEq 1= A4 s+ " desdeelri BA=const.
dt gt 1 r1) VVV © 1 1

En forma matricial: 2 = ® = rCBACy,

yC21=0 desde C = constante.

vir S =4 A
1 1

Asi, la forma matricial final es: 1 v

Aceleracion

En forma vectorial, la aceleracion del punto B se da como:
B

s \' A A )
um = d71 = i (V\? )+Va1 B 1= desde v1 0
dt dt

En forma matricial: a= 5 B

r =
1 1vivial

3.2 ROTACION DE UN SOLIDO ALREDEDOR DE UN EJE FIJO

Si dos puntos de un cuerpo soélido en movimiento estan estacionarios, entonces

vv Q==
04 02

entonces el cuerpo sélido gira alrededor del eje que pasa por estos puntos O1y O2.
Los vectores posicionales describen su posicion en CS1 por

rO1 = const., rO2 = const.
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Cualquier punto en la linea especificada por los puntos O1y O2

se puede describir como 27
r=r+r A
03 0100 12 )

y la velocidad del punto O3 se obtiene por la primera derivada (:)1

de su posicion, asi f
=0 ror/ . O
rO v 03 3
. _ . r'o; W

Conclusién: Hay infinidad de puntos, tendidos sobre v,
la linea especificada por los puntos O1 y 02, que tienen una \\\
velocidad cero. Xy ro:; e O3

El lugar geométrico de todos los puntos que tienen velocidad cero es

llamado eje de rotacion.
La trayectoria de un punto A que se encuentra en el plano (x,z)
girando alrededor del eje z, es un circulo con radio p, que corresponde

a la proyeccion del vector de posicion rA en el plano x,y .

La posicién instantanea de un punto A depende del instante

¥; anguloderotacion = (t)

P mas adelante asignamos a esta coordenada angular una cantidad
X;

vectorial que sigue la regla de la mano derecha.

La velocidad angular que describe la tasa de cambio de la coordenada angular se expresa como
. . . A
el valor medio de la velocidad angular: w, =—
At

A

La velocidad angular instantanea se da como: limite

d
== entonces w = _
—+A0 At dt

De la misma forma podemos expresar la aceleracion angular.
AW
At

La aceleracion promedio se da como:

afirmar

o . Apw d
La aceleracion instantanea es limite __— ==

—at At dT
asia=w =e
Si el cuerpo sélido gira alrededor de un eje fijo,

todos los puntos del cuerpo tienen la misma velocidad
angular y aceleracion.

3.2.1 Hallar la velocidad de un
punto arbitrario

El punto B esta unido al cuerpo solido giratorio.

Entonces la posicion de un punto B en CS2 se da como

r2 2499K22 °

Xl
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o con respecto al punto O' alrededor del cual el punto B gira con radio o

B o
rer+m

El punto B se mueve en la trayectoria circular en el tiempo At —0 una distancia = d
dr=d p B senP
en forma vectorial: dr=d xB=d *P
ya que los vectores r y p se encuentran en el mismo plano y junto con el vector  forman el plano al que el incremento de
trayectoria dr es ortogonal (perpendicular).

Por tanto, la velocidad del punto B es d

\Y dr —X gfx PWrwe
- ro=x=
B B
dt dt dt
el modulo de velocidad: ‘v B| =W B sen B =W P
0 en vector desde:
i ik
VIOFX= gl W W, =yolW 27w Y (+jWdn W T )+ k ((JL)yerry “w )
oo, .

=i i con moédulo = 3
o VEIVEV KV valv +&+§v ..

La orientacion de la velocidad lineal viene dada por la regla de la mano derecha: agarrar el eje de rotacién con la mano
derecha de manera que el pulgar apunte en la direccion de la velocidad angular y luego los dedos mostraran la direccién de

la velocidad del punto particular de un cuerpo. .

Si la posicion del punto B se expresa en forma matricial
B B
r= c 2l 2

entonces la velocidad es la primera derivada de la posicion, por lo tanto

d
ﬁﬁ =—(C£1C?')€r5221 + 221B

B
dt
Dado que el punto B esta unido y gira con CS2 , entonces
B
r=2 constante Y SU primera derivada es igual a cero.
. B . _ - B
La velocidad del punto B se da como V=T —:t r=g 22¢ r, 212
La primera derivada de la matriz de transformacién — —
P C21= 18C = 21 2

. e = B
y finalmente ve CyryG, 21 22 '

3.2.2 Hallar la aceleracion de un punto arbitrario B

- d
En forma vectorial: aB= Vv 5 —( d(lt) X r B=)a xr 'é' w X VB
d
y simultaneamente )‘Un =‘"?{L( XP=AXpP+wX\p
27
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Como el punto B se mueve en la trayectoria circular, la aceleracién tendra dos componentes
Componente tangencial
i jk
ubc—rpa*= B a, Gy a, =y0(a rr zy y& Y(+jA QT )+k(]yxrxry‘a )
oy, 2
y aceleracion normal
i ik
Wwy= , ju, W W, =W wag ) (+jWek T W V )+k(wy)\(/xy‘ wv )

wv oo, 2

Sus modulos son:

wbkugfohfun)) 2 ()P fab|=msen$ ap

o
v2
: . -2 -2 : 2 B
, \ulaI:ur‘/J(umEun( D00t ‘u@}:vws w?p 24 ¢
.. B B
En forma matricial: w, — vy = 21Br (OF MO U O | o1 SOy + 2‘3
lo que lleva a ua=v=33r=C r 8
1 1 1 21 2
entonces la segunda derivada de la matriz de transformacion es:
1= GFf (G
- 2
021_ 2q+1 1 Cc12% 102'?- 1£
2
—t
C'%1C1'21 1 5‘}
Por lo tanto, la aceleracion del punto B es
8 — B _ 2 B 2 B
aF (AC+L =R +)er=A+)r 1 1 11
donde la primera componente representa la aceleracién tangencial
i 0 -a, a y
B B B 2
al=A1Cr221=Ar11=Alp donde A= a, 0 -a,
-a y a, 0

y la segunda componente representa la aceleracion normal

B- Cr=s rey B
al= 1 221 11 1

. . ., . =0
El curso del movimiento es registrado por la aceleracion tangencial ar p
dw

. a=-—— w
doénde dt
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Puede haber dos situaciones:

a) W =constante @ =0

2
\4

De este modo aT 0= y a = p wz ==
P

Estas caracteristicas representan el movimiento uniforme de la particula en el circulo y el
aceleracion que se produce es la aceleracion normal.

by W #const. azo

En este caso la aceleracion angular a puede convertirse en:

i) a - constante de este modo GT =a p = constante. (asumiendo p= COﬂSt.)

Estas caracteristicas representan un movimiento uniformemente acelerado en la trayectoria circular.

— rotacion uniformemente acelerada.

ii) O #const. deestemodo A7 # O P # constante.

Estas caracteristicas representan un movimiento acelerado no uniforme en el circulo,

Rotacion no uniformemente acelerada.
2

En ambos casos se producira la aceleracién normal. a =p W —

3.2.3 Consecuencias de la cinematica de un cuerpo solido (la dependencia geométrica)

Al proporcionar la solucion grafica para cantidades cinematicas, necesitamos registrar la velocidad y la aceleracion

en forma grafica. Para ello hay que dar la escala de longitud y velocidad, mientras se calculan las escalas restantes.

B
donde Ip representa la longitud de

el radio vector p
= ag+ p=SL

*o
S »

p

yvelocidadv=s | ..

Por lo tanto, el angulo av se da como

v contra
a v==_= __ = w k

*p p s,

dénde kv es una constante de escala de velocidad.

Dado que todos los puntos del cuerpo tienen la misma velocidad angular w, podemos concluir - Oracion
sobre velocidades:
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Aceleracion: la solucién grafica

Se deben registrar las componentes tangencial y normal de la aceleracion.

La componente normal de la aceleracion:
2

v
a~ 2=p=W —  por tanto, de la ley de Euclides sobre la altura en el triangulo se sigue

la construccion grafica de la aceleracion normal.
jLa escala de aceleracion tiene que ser calculada!

2
Por lo tanto a =va. . SL donde = y s T

sL ) AT S o

La componente tangencial de la aceleracion:  ar ~ O p

La direccién del componente
tangencial corresponde a la direccion
de la velocidad, por lo que es obvia una
mayor analogia con la velocidad.
cOmo
* p S,

T .
donde ka es tangencial
constante de escala de aceleracion.

Dado que todos los puntos del

cuerpo tienen la misma aceleracion
angular a, podemos concluir:

Oracion sobre la aceleracion tangencial:

. I
La aceleracion total se da como la suma de sus componentes. aaa = +

aT

S B ==__  _Qap ==i k
a- 2 2 a
w P w
donde ka representa la constante de escala de la aceleracion total.
Dado que a y w son constantes para todos los puntos del cuerpo,

concluimos: La aceleracion total del punto en el cuerpo soélido giratorio forma un angulo 8 con su normal

a la trayectoria que permanece constante para todos los puntos del cuerpo.

Y finalmente podemos finalizar basandonos en el fondo: LLLa, = =

junto con las cantidades cinematicas angulares a, w que son iguales para todos los puntos del cuerpo:
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3.3 MOVIMIENTO PLANO UNIVERSAL

Si todos los puntos de un cuerpo se mueven en planos paralelos al plano basico fijo (estacionario), decimos que el cuerpo se
mueve en un movimiento plano.
Si las trayectorias de todos los puntos que se encuentran en la linea perpendicular a ese plano son curvas planas

entonces el movimiento es un movimiento plano universal.

$1 / La posicién inicial del cuerpo
: se describe a través de los puntos
A, B. Un vector posicional para el
punto B usando un punto de
referencia p gl inicial

describe

posicién de un cuerpo:

- BAr=r%r
Durante el intervalo de tiempo
t su posicion cambia a una nueva
= : ubicacion A1y B1
[ por lo tanteir = r A7 AB

ra Como se ve en el diagrama
BAAB 11
r

r'pero
X ‘11&%

Por lo tanto, podemos imaginar el movimiento plano universal como una secuencia de movimiento de traslacion

| . cual

significa que el vector cambia su orientacién pero no su magnitud.

seguido de una rotacién que podria expresarse de manera abreviada como: GPM = TM + RM Nota: Ambos

movimientos ocurren al mismo tiempo y este enfoque es simplemente imaginario.

3.3.1 La posicion

del punto B se puede expresar en forma vectorial o0 matricial:

B A -
r=r+r 1
11

con el uso de la matriz de transformacion C21:
B1 un —
r=r+GC r 5, 5
que conduce a dos ecuaciones en forma vectorial:

BA
X g X+ X1‘2 porque -y, pecado

B1 un — —
= d
y=y+X, 5 pecade +y 5 porque

o en forma matricial:

X : X : porque - pecado 0 X 5 i
. X
= (_) - y : = y : +  pecado porque 0 y 2‘ )
z? z" 0 0 1z
1 1 2
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3.3.2 La velocidad

de un punto B se puede expresar:

. B_ d A A
en forma vectorial: VFETr +F €1+ 1 ) vl vi dt
B A
doestomodo VIVv+twxr 1
s B _ , A BA
o en forma matricial: wy TH+I4 1 Vi: r 5
B y _ BA o
V1—V+‘CI'—1V2§';F 1 11

Hay una rotacién del punto B con respecto al punto A por lo que decimos que hay un

movimiento relativo del punto B alrededor del punto A.

De este modo VEwWXxr 1

donde w representa la velocidad angular de un movimiento relativo con respecto al punto A.
BAv _ \%

constante

California

La velocidad angular relativa es constante para todos los puntos del cuerpo, por lo tanto:

Entonces podemos obtener las componentes de la velocidad:

v? vh 0- w 0 x
vi = v+ w00
y y y
0 O1 0000

Solucién grafica:
Se conoce la velocidad de un punto A, por lo que necesitamos encontrar la velocidad en el punto B en funcion de la

B A
ecuacion vectorial: VIVHwxr 1
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3.3.3 El polo de movimiento

Si W # htonces existe solo un punto en el cuerpo que tiene velocidad cero en el instante y
pertenece al cuerpo en movimiento (o al plano unido al cuerpo en movimiento). Este punto se conoce
como centro instantaneo de rotacion o polo de movimiento.

Y2 La posicion de un polo P se da como:
r=r+f
1 1 1
.. PAG A PA un e,
en forma matricial: miA+=+  rer 221

3 A

Entonces la velocidad del poste es:  v1=v1 +v1

como la velocidad lineal en este lugar es cero, entonces

" +1u%)P/§ — VW

Para un punto de referencia arbitrario obtendriamos similar

respuesta:

B PB PB
0=vl+vl ->vl-=v1

o X Para encontrar la posicion del polo de un cuerpo que se mueve con
- 1 - . .
“ GPM tenemos que multiplicar la ecuacion de velocidad por la
velocidad angular
e esto o 0=wxv+wxwxgl )
A
Reorganizar la ecuacion en una forma O=wxvli+w[ o r1-x (w w)
PA  — 02
al igualar wrt 0 y w w=Ww

_ w_ 20
obtenemos 0=wxv % ( w r1 )

desde donde igualamos el vector de posicion de polos

WY W' x 0 1] s k 1
s — - M - _ A .
E 2 2 2 00 w 21|j(w’y)+J1(wVX])
w w A A
A2 0
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Solucién gréfica:

........ A
Basado envi-=vly

PB B
vl -=v1

A .
La velocidad v es conocido y

la velocidad en el punto B es
B A
vli=vl+vi

por tanto, si conocemos la velocidad,
conocemos la direccion de una normal a

la trayectoria

El polo de movimiento esta en el

interseccion de las normales nA 'y nB.

Encontrar la velocidad por medio del polo.

.y P
Posicion de un punto B rf’—fPP +r
ye B . PA
0 re=r + p L
. B e PA
Entonces la velocidad es: VEV+ ‘C r o0

Como la velocidad del polo es cero, obtenemos

_ B PA
O;=A VFECT g
Zy £
2 £ l']B W en forma de matriz
y ool
P By 0 ~“w 0 cos ~ pecado0  xPA
P V;S = w 0 0 sen porque 0 y PA
L 000 0 0 1 0
0o 1
x eso resultaria en

PA

B
vix -= W, y vade Wi

‘i

Dando asi la velocidad final

e aht (2F YO v F =0y 4 () =l

B
= v 1
Entonces la velocidad angular es rfA

De este resultado se sigue la interpretacion para la solucion gréfica:

B
v, SL i
w == 7 —wwk—— = v broncearse a v bron(ﬁévjo = w
ry SI— [ PA kv

dando asi
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Conclusion:
a
3.3.4 Hallar la aceleracion
¥z Analiticamente
Ya hemos encontrado el vector posicional y la
B
r1 velocidad v1
B A
rer+r 1
OQEA B A
vl =vl+vi
Zy &

y | i donde la velocidad v1 representa el movimiento
relativo del punto B alrededor del punto A que se puede
expresar como

ry? =
VEwxr en forma vectorial o
. BA
X vECr=e, " en forma matricial.
Ya que demostramos que a=s r =v
B A
podemos derivar la ecuacion de la aceleracion at=at+al

Donde la aceleracién del movimiento relativo de un punto B alrededor del punto A tendra dos componentes

ya que el movimiento relativo es la rotacion con un punto fijo en A.

= Xr+x . .. ..
De este modo a=saxr wi_ en forma vectorial. La aceleracion en forma matricial es una
resultado de la derivacion:
B A A
rer+r=r+C r n 2
B_ un
vev+, C ,r , 2
B A
=+ 1 . Craa ,+ 1+CE12 1 CJ; 2

r 0
en caso de cuerpo sélido 2 ya que la distancia entre los puntos A y B no cambia, por lo tanto

BAunZun+UN, G r+ ,C, r

2

a=af(A+) r, |

0 a, a y
d A d A1 = G z - . . e
onae representa la matriz semisimétrica de angular
-a a, 0
y
aceleracion
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Graficamente

Para encontrar la aceleracion usaremos la ecuacion principal
B A

al=atl+al

Se da la aceleracion de un punto A 'y
la aceleracion del movimiento relativo del
punto B se describe mediante dos
componentes (tangencial y normal) en las
direcciones respectivas a la trayectoria del
punto B.

El componente normal de la se encuentra
aceleraciéon un ~ a partir de la conocida
velocidadv (graficamente por medio de
triangulo de Euclides).

Asi, en el momento instantaneo, el angulo

B entre la aceleracion final del movimiento
relativo y la normal a la

la trayectoria del movimiento relativo viene dada por

a; a
oncaars B === —,  constante.

a_ w

Conclusion:

La aceleracion final del movimiento relativo alrededor del punto A forma un angulo normal B conel

componente de la aceleracion que es constante para todos los puntos del cuerpo que se mueven con
movimiento relativo.

De manera similar podemos observar la componente tangencial de la aceleracion vy la final

aceleracion. Por lo tanto, este angulo viene dado por:

o 2 2
) _ a Ss 3 w
o = —V dénde " v

222
"o T S?V( w ) "

- O
a

Dado que a y w son constantes en el intervalo de tiempo dado para todos los puntos del cuerpo rigido,
incluso @daaonst.

Conclusion:

Los puntos finales de las componentes tangentes de la aceleracion para todos los puntos del cuerpo
se ven desde el centro de rotacion bajo el mismo angula., € el instante instante.
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3.3.5 El centro instantaneo de aceleracion — el polo de aceleracion

Del mismo modo que para el polo de velocidad P, hay un polo de aceleracion Q, el punto que tiene
aceleracion cero en el instante.

Y2
La aceleracion de este polo Q viene dada por:
ue R ¥ un +pn 11 ;-

QA a=a% axr+wxwxr ( )
Multiplicando por a desde la izquierda
A
QMAB [ = axa + a Xa xr+ a)x wx (

Nosotros recibimos

O=axund—( o ri= (wyaxr-)

1

) y reemplazando la expresion

2 A 2
Wr)y-=un+, WTr,

axr-=a-(-
- x encontramos el
z Y1 vector posicional del polo de aceleracion
o wAX+ wa)

‘‘‘‘ 1 Gz+0.)4

Comparando esta expresién con la expresion del polo de velocidad

WVy 4

ry >

w
muestra que estas dos expresiones son diferentes, por lo tanto los dos polos son diferentes y podemos concluir:

El polo de la aceleracion no es idéntico al polo de la velocidad.

Si wOo#y a # dhtonces hay un punto en el

plano en movimiento que tiene aceleracion aq=0.
Este punto se encuentra en la interseccion de lineas que forman

un angulo B con las direcciones de aceleracion total de todos y cada

uno de los puntos del plano en movimiento.
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3.4 CENTRO DE LA CURVATURA DE LA TRAYECTORIA

A A El cuerpo, moviéndose con el movimiento plano
universal, esta definido por dos puntos Ay By sus
trayectorias sA y sB que los puntos estan dibujando
en el plano. Asi, la posicion del polo de velocidad
que se encuentra en la interseccion de dos normales
se puede encontrar en cualquier instante.

El cuerpo esta conectado al CS2 en movimiento.
y las posiciones de todos los polos instantaneos de
velocidad estan creando una curva pH: el lugar
geométrico de todas esas posiciones se llama polo movil
mientras que los polos conectados al plano fijo
estacionario CS1 crean una curva a la que se le
asigna el simbolo pN : el polo fijo.

Por lo tanto, podemos imaginar el movimiento plano universal

como un movimiento creado por el movimiento del lugar

geométrico de los polos pH (asociado con el plano en movimiento) sobre
el lugar geométrico de los polos pN (asociados con el marco fijo).
La velocidad del polo describe la tasa de cambio de la posicion del polo.
Es posible encontrar la tasa de cambio del vector posicional usando el punto de referencia A con

respecto al marco fijo o =g A WA &V A
v.y.=
w2
A wu¥ndv A
Y para el polo asociado con el plano en movimiento vy =+ 0>
Y1 ; | P Dado que las ecuaciones derivadas de las velocidades de los
m

son idénticos podemos asignar un simbolo v Polos son sus
polo de la velocidad y concluya:

El punto donde ambos loci pN y pH se tocan en el
instante es el polo de movimiento P (el centro instantaneo
de rotacion) y en este punto las dos curvas tienen una
tangente comun tp.

La velocidad del polo como tasa de cambio de la

posicion del polo estara sobre la tangente tp.
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La tarea es investigar la velocidad y
aceleracion del punto o definir la velocidad
y aceleracioén de todo el cuerpo. Los puntos
del cuerpo en movimiento dibujan
trayectorias, por lo que en el instante cada
punto del cuerpo se caracteriza por su

normal al movimiento y el radio de su

trayectoria.
Al construir la componente normal de la

aceleracion

el centro de curvatura de la

se necesita la trayectoria para identificar el
radio p-

S N Para encontrar el centro de curvatura
podemos utilizar diferentes métodos.

Aqui solo se presentan dos métodos: a)
analitico: ecuacion de Euler-Savary
Se conoce el centro de curvatura SA asociado al
punto A del movil que dibuja la trayectoria sA . Por lo
tanto, podemos encontrar la velocidad del polo
encontrada por medio del método grafico de Hartman

que se usa para mostrar que

T
unav _ V'IT_A V) T pecado
pA sefiores  t S
w rs+ 1 _
— ==k — pecato 1 + = e K
Vo rs sefior

que representa la ecuacion de Euler-Savary

utilizado en solucion analitica para encontrar el centro de

curvatura.
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b) Método grafico de Bobillier

El angulo entre la normal de un punto y el eje de colineacion es el mismo que el angulo medido

entre la normal del otro punto y la tangente al lugar geométrico de las posiciones polares en
direccién opuesta.

Hay dos tareas:

1. Se conocen la tangente tp y un par de puntos conjugados A, SA y se debe identificar el centro de

curvatura de la trayectoria del punto C.

2. Se conocen los dos pares de puntos conjugados A,SA y B, SB y se debe identificar el centro de

curvatura de la trayectoria del punto C.
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3.5 MOVIMIENTO COMBINADO

El mecanismo que consiste en el nUmero de cuerpos que experimentan un movimiento plano o espacial que podria
describirse como una combinacién del movimiento relativo entre los cuerpos y el

movimiento de conduccién/transporte del actuador del sistema con respecto al marco de referencia.

Analizando el movimiento de cada cuerpo
en el mecanismo:

B1 - marco de referencia
B2-

Movimiento de los cuerpos unidos a
el marco se identifica como una rotacion

con el centro de rotacion fijo en

021 u 041, por lo tanto, el movimiento del
cuerpo se define por la velocidad angular y la
aceleracion, w y a respectivamente. En el caso de un movimiento simple como rotacion o traslacion, podemos identificar la
trayectoria y evaluar las cantidades cinematicas sin ningun problema. En el caso de un movimiento plano o espacial del
cuerpo, la trayectoria no es una curva simple y, por lo tanto, podria haber un problema para evaluar las cantidades
cinematicas.

Por lo tanto, presentamos la estrategia basada en el movimiento combinado e implementamos una divisién imaginaria
del movimiento complejo en dos movimientos: el movimiento del punto de referencia y la rotacién alrededor del punto de

referencia.

podemos imaginar

movimiento final Movimiento relativo movimiento de conduccién
31 32 21
Esto podria ser registrado por una ecuacién simbodlica 31=32+21

Y las cantidades cinematicas se pueden expresar para el punto B identificado como

B B B
De este modo
v31 =v32 +v21
B
Pero a§1 = a§2 + a51 +a..

Para probar esta afirmacién, tenemos que definir la velocidad en el punto B
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3.5.1 Magnitudes cinematicas mediante movimiento combinado

X3 El movimiento final de un punto B simbdlicamente:
31=32+21
asi como
31=34+41

y2

Xl
B PR A BA .
El vector posicional de un punto B es: rer+rEr+yox+jyozey )
3.5.2 La velocidad
de un punto B:
B B A ) .
VEr ar  +ymepdhry  BAX +iy )

donde2 YOTW Y0

jFwxj21 2

Sustituyendo y reordenando obtenemos la ecuacion de la velocidad final en el punto B expresada

B_ A BA : - : -
en CS1 VEVHWX 0, x +]y )+ YQV+] 2%, donde
+% + BA2I B2 20y = vy

el movimiento de representa la velocidad debida a la conduccion

B
expresion. El punto B se moveria con velocidad impulsora v21 cuando esta conectado virtualmente al movimiento

avion 2 (CS2)

BA

) apy2 232

la expresion representa la velocidad relativa del punto B con respecto a

el punto A. Asi confirmamos la ecuacion anterior
B B B
v31=v32 +v21

3.5.3 La aceleracion

del punto B es un producto de la derivacion de la velocidad

g _ d BA =+ BA i B BA
w1 T vaoyd dt21 (2% *jop )+’yd1_ ( 22 yo++xxA22j232 *jop )
+ BAZI2 22 xx jﬁam; j23,
BA = +x BA BA BA BA BA ;
aa o yo21 (22 *j2e )tree@ (22 T2 )yo+¥e * 2% |

De este modo

BA yo _—
+ BAw%Q 2x j2%afi0s) t*tunz2 jZQy
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donde la expresion

BA BA . BA

B —
a 21 1@MA una = + x una + 5 21P@ w YO + X x + x 21 2 »
(o % — ? ) 21wy ( J2¢ ) representa la aceleracion

del movimiento de conduccion en el punto B

=segundo.2 oS i +jou
ged A Ev A 2\25""05) representa la aceleracion de Coriolis debida al movimiento angular impulsor y

la velocidad lineal del movimiento relativo

B BA .

3 = yo+un22x] o » o .
an un 3, representa la aceleracion del movimiento relativo en el punto B

Finalmente podemos concluir que al expresar la aceleracion final mediante el movimiento combinado (movimiento motriz

y relativo) de los cuerpos se debe introducir una componente denominada aceleracion de Coriolis.

3.5.4 Aceleracion de Coriolis

B B
Aceleracién de Coriolis expresada en forma vectorial: aC = xquv21 32
BAv

Y en forma matricial: 2aC = 25v21 =2 4
La aceleracion de Coriolis expresa el cambio de direccion de la velocidad relativa debido al movimiento de conduccién
rotacional y, al mismo tiempo, la magnitud del cambio de la velocidad de conduccién debido al movimiento relativo en el
punto de referencia.
Analizando la ecuacién que expresa la aceleracion de Coriolis:
La aceleracion de Coriolis tiene valor distinto de cero aC # 0 si:
1) wdr # 0 el movimiento impulsor existe en forma de rotacion, GPM, movimiento esférico
o G/M
2) vrel # 0 el movimiento relativo entre cuerpos existe 1 3) wdr

vrel el angulo entre las velocidades angular y lineal es diferente de 0, y 1r

La direccion y orientacion de la aceleracion de Coriolis se obtiene girando la velocidad relativa en la direccion del

movimiento impulsor en un angulo 1/2.

/”/
o e il |[a*cori
=
P el gyl
Vx;l‘ Vr,q.

Vel
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3.5.5 Hallar el polo de movimiento mediante movimiento combinado

Analizando el sistema:

B2 - MD
B3 - GPM
B4 — MD

it Asi, los cuerpos B2 y B4 giran alrededor

del punto fijo de rotacién 021 y O41 respectivamente. Asi, los dos puntos 021 y O41 son los polos de rotacion de B2 y
B4 respectivamente.
Asi, el polo de B3 se encuentra en la interseccion de dos normales a la trayectoria. La normal nA esta dada por dos

puntos: O21 y A. El punto B dibuja una curva plana universal con un centro de curvatura desconocido.

Asi, aplicando el principio del movimiento combinado, podemos escribir simbdlicamente para el movimiento de B3:
31=32+21
donde 32 describe el polo de movimiento relativo de B3 con respecto a B2 y
21 describe el polo de movimiento de conduccion de B2 con respecto al marco (B1)
Por lo tanto, aplicando polos de movimiento en B3 obtenemos la direccién de la normal que se puede registrar

simbdlicamente como: n31 =032 + 021

La segunda ecuacion simbdlica que registra el movimiento combinado de B3 es 31 = 34 + 41
Asi, la segunda normal para B3 es: n31 = 034 + 041

Conclusioén:

El polo del movimiento final, el movimiento relativo y el movimiento impulsor se encuentra en la misma linea.
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3.6 MOVIMIENTO ESFERICO DE UN CUERPO

Definicion de movimiento esférico: El
cuerpo se mueve con un movimiento esférico si un punto del cuerpo permanece

estacionario en cualquier instante.

Los puntos del cuerpo estan a una distancia constante del centro O, por lo que

sus trayectorias son curvas esféricas, curvas que descansan sobre esferas con
centro comun O.

Un punto del cuerpo permanece estacionario durante el movimiento en

cualquier instancia, por lo que la nueva posicion del cuerpo viene dada por una e
sola rotacion alrededor del eje que pasa por el punto estacionario.

Este eje se llama eje instantaneo de rotacion y
coincide con el vector de velocidad angular total. Los puntos en el eje instantaneo de rotacion tienen velocidad lineal
cero en el instante.

Asi, el cono de radio base r que rueda sobre el plano TT comparte con este plano una
sola linea en el instante del eje instantaneo de rotacion. Esta linea representa la regién de contacto entre la superficie

del cono y el plano sobre el cual rueda el cono.

Y2 . Al observar el movimiento del cono en el plano,

podemos describir el movimiento como una rotacién
alrededor del eje de simetria del cono z2-eje (el eje

natural de rotacion) con velocidad angular  yla
rotacién con velocidad angular perpendicular al

plano que pasa por ) alrededor del eje

el eje estacionario. punto en el cuerpo (eje y1).

Asociando el segundo sistema de coordenadas

con el cuerpo en movimiento podemos identificar
tres angulos llamados angulos de Euler:

el angulo de nutacion - que describe la desviacion del eje natural de un cuerpo (z2) del eje (z1) del
sistema de coordenadas fijo el angulo de precesion
) describe el cambio de posicion del eje natural de un cono con respecto a CS1

el angulo de rotacion natural describe el cambio de posicion de un punto en el cuerpo con respecto
aCS2
La velocidad angular total es la resultante de la velocidad angular de nutacion, precesion y rotacion natural. La
direccion de la velocidad angular coincide con el eje instantaneo de rotacion (IA).

De este modo: w=+ +LIJ
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La velocidad angular total en CS1 rectangular se registra como w = W, yo + (ij + Wz

4

Dado que las velocidades angulares

coinciden con ejes de rotacion particulares,
necesitamos transformarlas en CS1, por lo tanto

recibiendo las componentes de la velocidad

angular total:

wx = pecado pecadolp + porqueLIJ
(JJy =- pecado poraue) + pecad||J
(L)Z = porque +LIJ
_ d _ d ( (ﬂ) dmiw w dw
La aceleracién angular: am-— T —{m migy T
d dt  dt dt “ gt
dénde
dmiw _ _
dt =%~ e representa el cambio de direccion de la velocidad angular w
La direccion de al es perpendicu|ar al p|an0 que contiene 1] ye mi%ptras que la orientacioén es

dada por la regla de la mano derecha.

w
La segunda componente de la aceleracion angular. @=mi 2, ot se encuentra en el eje natural de rotacion

De este modo aaa=+1 por lo tanto, la direccion de la aceleracion angular final no

2 coinciden con la direccion de la velocidad angular total.

La aceleracion angular total en CS1 rectangular se registra como a = + +jk = Oyl ay a,
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3.7 MOVIMIENTO ESPACIAL UNIVERSAL DE UN CUERPO

Definicion:
Las trayectorias de puntos en el cuerpo que se mueven con movimiento espacial universal son un

curvas espaciales. Por lo tanto, el tipo de movimiento se denomina movimiento espacial universal.

De manera similar a como describimos el movimiento plano universal, podemos imaginar que el movimiento final

del cuerpo consiste en la traslacion y el movimiento esférico del cuerpo, mientras que la traslacion y la rotacion son

los movimientos descritos con respecto al punto de referencia del cuerpo.

M

Si el punto A es el punto estacionario durante el movimiento
esférico, podemos seleccionar este punto para que sea el
Y2 punto de referencia adecuado al describir el movimiento final
del cuerpo.
Entonces se da la posicion del punto M sobre el movil

.M )
'S e ry s
L
\j X y la velocidad y aceleracién en CS1 dadas en forma vectorial:
MAI MAMA
vEG + x|
" Nf&“ﬂfn=un+qxr"¢%xwxr( )
z O donde a y w son cantidades cinematicas instantédneas
MATLI 1,1 MAMA MAMA
Y=+
en forma matricial: rﬁ r oo

VM—A1\I+CF=V1242'1r " :" 11 o

1 _ — MA 2 wawA
MAun=un+Cr+Cr=un+URr+r 1
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4 SISTEMA DE CUERPOS

La estrategia de evaluar cantidades cinematicas para un solo cuerpo puede extenderse también
para un sistema de cuerpos. Como ya se menciond, el movimiento universal de un cuerpo en
particular se puede describir mediante un movimiento combinado basado en el movimiento relativo
y de conduccién. Ambos movimientos, el impulsor y el movimiento relativo, pueden ser de cualquier
tipo: traslacion, rotacion y movimiento plano universal, etc.

Asi, las cantidades cinematicas para un sistema de cuerpos se pueden expresar de la misma manera.
Antes de la descripcion del movimiento de un cuerpo en particular, es util, si no necesario, analizar
todo el sistema, describir el par cinematico entre cuerpos, identificar la movilidad del sistema,
identificar el actuador del sistema, asi definir la coordenada independiente y finalmente definir el tipo

de movimiento de cada cuerpo en el sistema.

4.1 ROTACIONES SIMULTANEAS ALREDEDOR DE EJES CONCURRENTES

El cuerpo B3 gira alrededor de su eje natural
de rotacion 032 (el lugar geométrico de todos los
puntos que permanecen estacionarios con
respecto a B3), mientras que el eje 032 esta
posicionado sobre el cuerpo B2 que gira alrededor
de su eje de rotacion 021.

El punto O esta estacionario en cualquier
momento, por lo tanto, el cuerpo B3 se mueve con

un movimiento esférico que podria interpretarse

mediante una ecuacion simbdlica como un
movimiento combinado 31 = 32 + 21

o ) MMM = +
Asi podemos escribir para la velocidad del punto M vwv 31 32 21
representado en forma vectorial por la ecuacionMETRO v %4 b xw rwr donde METROvV=xwr

y finalmente W w (53 32 21

Asi, la velocidad angular final es la suma de la velocidad angular del movimiento relativo y de conduccion.
El vector de velocidad angular final coincide con el eje instantaneo de rotacion.

. d _d
La aceleracion angular total aw = 31(—13t4( )= E( W )
Sustituyendo la velocidad angular final dd

-d =

(0w w3R21 )T — w3ttt
- dt
. dd

Entonces la aceleracion angular total es a Mo 37t 4 — W1
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d . - dmi32 ) dw 32 = _ L
Doénde a M3 )T e " ( 2137 ¥ W NPy
d = dwy |
y (*dt m2q 21 )T miz ot T mi21%®1 d2q

por lo tanto, la aceleracion final se da como
aaaTivB32212132

El ultimo componente de la ecuacion se conoce como aceleracion angular de reventa.
= X
QDN S

La condicion de existencia de |la aceleracion Resal: wdr#0

wrel #0
w w drtel
Las rotaciones simultaneas en forma matricial:
w32x7 (U21 X
. SFTWWW W +
velocidad angular: 313221 %2 05 W1y
w322 1 w21 z
a 32x_ a 21X
aceleracién angular: SrrsacaanIzaies A, A, o+ o

a322 1 G21z 1

4.2 ROTACIONES SIMULTANEAS ALREDEDOR DE EJES PARALELOS

Por lo tanto, el sistema dado
consta de: B1 - marco fijo

B2 — enlace giratorio
B3 - movimiento plano universal

son dos pines, ambos unidos al B2

Investigacion de cantidades cinematicas de un mecanismo.
o parte de ella requiere tomar en consideracion la
configuracion completa de cuerpos y restricciones. Asi,
el primer paso es analizar la movilidad basada en
restricciones, identificar el actuador que controla el
movimiento del sistema e identificar el movimiento de cada cuerpo.

Las restricciones que limitan el movimiento del sistema

B2 gira alrededor de su centro estacionario de rotaciéon O1 y sus puntos dibujan curvas planas —

circulos concéntricos.
B3 gira alrededor del centro de rotacién O2 que conecta B3 con B2
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Asi, el movimiento relativo es la rotacion de B3 con respecto a B2 con velocidad angular w32 y el movimiento impulsor

es la rotacion de B2 con respecto a la cimentacién B1 con velocidad angular

w21.
Por lo tanto: kik + 313221
con velocidad angular total y w #31@2 Wo4 k
aceleracion angular a X2 k a3l desde Ogwe x =

Por lo tanto, las cantidades cinematicas para un punto B en particular se pueden expresar en forma vectorial:
BA Bﬁk =+rrr1
para la posicién: 1

B _,B B
VW37t
para la velocidad B
VR 1 X 21
para aceleracion:
BBBB
agpgan +

BA)

w§’13§321 X{unw +8a BA 4 2121|><( X+§<)wwrarf121 (w\£13>§ )

o en forma matricial

BA g,

rww

seguad@r3eCr= + 1 " dénde ré)l’ _ 23
para la posicién:

A
rErcerifazines

V231 5 (CHCE B3 )t Cr
para la velocidad:
para aceleracion:
urgq;A_C(UN + ++213221232921BA ( 31)r(11ABA TY+2 L0035  Cr

El analisis de la posibilidad de movimiento muestra dos casos:
1. Rotaciones simultdneas con la misma orientacién de velocidad angular

2. Rotaciones simultaneas con velocidades angulares en direccion opuesta

En ambos casos el movimiento resultante es una rotacion con velocidad angular w31

El ingeniero mecanico se enfrenta a problemas relacionados con las rotaciones simultaneas alrededor de un eje paralelo

en varias aplicaciones, como la caja de cambios, la caja de cambios planetaria, etc.
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