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Abstracto

Utilizando una métrica de Riemann en el grupo euclidiano especial, definimos una métrica
cinematica en el espacio de cinematica de los manipuladores de robots. La métrica se puede
utilizar como instrumento en el disefio cinematico y la evaluacion del rendimiento de los
manipuladores de robots.

Palabras clave: cinematica, coordenadas exponenciales, métrica riemanniana, geodésicas,
Métrica de Chebyshev, aproximacion.

1. INTRODUCCION

El elemento indispensable del disefio éptimo de cinematicas de robots manipuladores lo constituye
el procedimiento de evaluacion. La evaluacién de la cinematica debe establecer un orden de
preferencia cinematica y, eventualmente, conducir a la seleccion de disefios 6ptimos.

Varios indices de rendimiento cinematico tratados en la literatura robética abordan exactamente el
problema de la evaluacion; cf. por ejemplo (Yoshikawa 1985, Klein y Blaho 1987, Park y Brockett
1989).

El tema de este articulo también puede considerarse como una contribucion al acervo de
herramientas de evaluacion de la cinematica de los manipuladores de robots. Mas especificamente,
proponemos basar la evaluacion de la cinematica en una medida de distancia (una métrica) entre
cinematicas. Con este fin, consideramos la cinematica como mapas continuos desde el espacio
interno compacto (articulacion) X hacia el espacio de posiciones externas y orientacion del efector,
identificado con el grupo euclidiano especial SE(3). Nuestra construccion de una métrica cinematica
es estandar; proporciona una métrica, a menudo llamada métrica de Chebyshev, en el conjunto de
mapas C° continuos (X, SE(3)) de X en SE(3), mediante la explotacion de una métrica de Riemann
en SE(3). Por lo tanto, invariante por la izquierda, f*: X —— SE (3) y d : SE(3) x SE(3) —— R es la métrica
si f en SE(3) definida por la métrica de Riemann, entonces la métrica de Chebyshev se define como
p(f', f)=maxx Xd(f'(x), f'(x)) . Debe admitirse, sin embargo, que, dado que no existe una
métrica riemanniana natural en SE(3), nuestra construccion, aunque bien motivada y conducente a
férmulas computables, no es la Unica posible. Los argumentos detallados a favor de la métrica
riemanniana adoptada en este documento se proporcionaran en la Seccion 2.
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Habiendo introducido una estructura métrica en C, O(X, SE(3)), estamos en condiciones no sdlo de
mida la distancia entre dos cinematicas, pero también considere la siguiente cinematica

problema de aproximacion Dado un desempefio cinematico prescritof  C y una familia O(X, SE(3)),

de cinematicas kv dependientes de parametros geométricos vV (dimensiones de eslabones, angulos
de torsion, parametros de desplazamiento, (Paul 1981)), encuentre la mejor aproximacion cinematica a
f en el sentido de métrica p.

Como paso intermedio natural hacia la definicion de la métrica en el conjunto de cinematicas del robot,
hemos encontrado férmulas explicitas para las coordenadas exponenciales y para la métrica d en SE(3).
La ultima métrica define la distancia entre dos puntos en SE(3) como igual a la longitud minima de una
curva que une los puntos. La métrica en SE(3) considerada aqui se parece a la medida para las
desviaciones de desplazamiento y rotacion introducidas en (Taylor 1983), pero da como resultado
valores de distancia mas grandes que reflejan con mayor precision la estructura geométrica intrinseca
de SE(3). La construccién de esta métrica también produce un enfoque especifico para la planificacion
de trayectorias para el control punto a punto de manipuladores de robots en el espacio exterior, que se
basa en el trazado de una geodésica que une dos puntos en SE(3). Un enfoque similar para la
planificacion de la trayectoria en el espacio interno de un manipulador se describe en (Shin y McKay 1986).
En (Tcho'n y Dul,eba 1991) se ha presentado un algoritmo que utiliza coordenadas exponenciales en
SE(3) para la generacion de trayectorias de longitud minima (geodésica) en el espacio de trabajo del
manipulador.

El documento esta organizado de la siguiente manera. En la seccion 2, presentamos conceptos
matematicos basicos, como una definicién de la métrica cinematica, coordenadas exponenciales en SE
(3), métricas riemannianas invariantes por la izquierda en SE (3), geodésicas y una métrica en SE (3)
inducida por el Riemannian estructura. También formulamos una lista de requisitos que debe cumplir
una métrica riemanniana "razonable" en SE(3), y hacemos una eleccion especifica de la métrica. La
seccién 3 contiene los principales resultados. Damos alli una férmula explicita para las coordenadas
exponenciales en SE(3), definimos su dominio de definicidon y proporcionamos una expresion local para
la métrica en SE(3). En la seccion 4, calculamos la métrica cinematica para 6 cinematicas ejemplares,
incluido el manipulador PUMA 600. La Seccién 5 proporciona un bosquejo de posibles aplicaciones
robdticas de la métrica. El articulo concluye con la seccion 6 que trata de las propiedades
computacionales de la métrica cinematica. Se aprecia la importancia de los calculos simbdlicos y se
proponen estimaciones manejables computacionalmente de la métrica en SE(3).

2 CONCEPTOS BASICOS

Consideraremos la cinematica de manipuladores robéticos rigidos de n grados de libertad equipados
con articulaciones prismaticas o giratorias. Dicha cinematica se puede representar matematicamente
como un mapa continuo

k: X —=— SE(3), (1) donde X es el espacio de variables

internas del manipulador (posiciones de las articulaciones), SE(3)- representa el grupo euclidiano
especial de movimientos del cuerpo rigido, ( Brockett 1984, Loncaric 1985). Teniendo en cuenta las
restricciones fisicas de movimiento en las articulaciones, llegamos a la conclusién de que el espacio
interno X es un subconjunto compacto de Rn . Filemos un marco de coordenadas base para el
manipulador. Entonces, el grupo SE(3) se puede expresar como un producto semidirecto de rotaciones
y traslaciones con respecto al sistema base, por lo que SE(3) = SO(3) x R3 . Aqui SO(3) denota el
grupo ortogonal especial en R3 , es decir, el ,
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grupo de todas las matrices R de 3 por 3condetR=1y R - RT =13, R3 es el grupo de traslaciones en
R3 . De acuerdo con la conocida representacion matricial, cualquier elemento de RT 0 1

SE(3) puede considerarse como una matriz de 4 por 4 de la forma conR  SO(3),

T R3, (Paul 1981) . Dada una configuracién x X del manipulador, la cinematica

R(x) T(x) 01
k(x) = () T() significa que el marco de coordenadas del efector ha sido desplazado por
T(x) con respecto al marco base, mientras que su orientacion esta descrita por R(x) .
Denotemos por Kn el conjunto de todas las cinematicas (1) con n grados de libertad. Claramente, Kn
Cn=CUna % (X, SE(3)) - el conjunto de mapas continuos de X a SE(3). un estafio
forma diferente de proporcionar una métrica a Cn se refiere a una métrica en SE(3). Supongamos que
momento que d denota tal métrica. Entonces, para f 'para , " Cn definimos, (Engelking 1975)

p(f ', ) = max a(f (%), (%)) 2)

Para construir la métrica d necesitamos investigar mas a fondo las propiedades de SE(3).

Primero, observamos que el grupo euclidiano especial SE(3) tiene la estructura de un grupo de Lie
conexo, y dim SE(3) = 6. Usando la estructura diferenciable de SE(3) uno puede considerar la cinematica
(1) como suave (es decir, infinitamente continuamente diferenciable) o incluso mapas analiticos. El
algebra de Lie se(3) del grupo euclidiano es el producto se(3) =s0(3)xR3, donde so(3) denota el
conjunto de todas las matrices asimétricas de tamafo 3 por 3. Con0-r3r20-r10

respecto a la identificacion R3 r =[] = r3 so(3),se(3) =R6.
-r2r1
Existe una aplicaciéon suave exp : se(3) —— SE(3), localmente un difeomorfismo, cuya inversion introduce
las llamadas coordenadas exponenciales en SE(3), exp-1: (U, E) —— ( R6, 0), definida sobre alguna
vecindad abierta U del elemento unidad E =14  SE(3). Dejar

_ RTO1 _ [F]t0
s$= U, y denotamos las coordenadas exponenciales de s por (r, t) = 0
[1to _ RTO 1
. Entonces, de manera similar a (Loncaric 1985), encontramos que exp 0 rendimientos

R = e T A sirldenyeA[d Abdagfupcion exponencial matricial.
el teorema de Euler, (Richtmyer 1981), los valores propios de R son iguales a 1, e con cos a = ,

-, (TrR=1), TrR = R11 + R22 + R33. En consecuencia, [r] tiene valores propios
sen2_

pecato % 2 - Tza . Eventualmente,

0 , tia, y los valores propios de A asciendena A =1,A2,3 = .

2
, concluimos que para 0 < a < 11 la exponencial

a
2

yaquedetA=A1-A2-A3= pocato

7
B RTO01
coordenadas de s = estan bien definidas y expresadas de la siguiente manera

RTO 1 y
exp-1 =(r,t)donde [r] = InR , t=un 71T )

Arriba, In R denota el logaritmo matricial, véase (Gantmacher 1988). Segundo, sea Q una matriz
simétrica positiva definida de 6 por 6. Claramente, Q define un producto interno en R6 asignando a
cualquier x,y  R6 el numero (x, Qy) = x TQy. La matriz Q se puede utilizar para introducir una métrica
de Riemann invariante por la izquierda en SE(3) asignando a ¢, n  TsSE(3) el valor de (&, n)(s) =
(Ls-1 &, QLs -1 n), (Arnold 1978). Aqui TsSE(3) denota el espacio tangente a SE(3) en s, Ls-1 es
el mapa tangente para el automorfismo interno izquierdo

3
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-1v de SE(3) . La métrica riemanniana hace que SE(3) sea una variedad riemannianay s” SE(3)

V——S§
nos permite medir la distancia entre cualquier curva s en ', como la longitud minima de un
SE(3) que une s ', 5", es decir

9 s = inf
1

()t

donde o(t) = "s(t) es un vector tangente a s(-) en s(t) y el minimo se toma sobre las curvas s(-) (suaves por

(a(t), o(t))(s(t)) dt (4)

partes) tales que s(t') = s, s(t") =s ". En tercer lugar, la distanci4 (4) se puede calcular de forma eficaz
utilizando el hecho de que SE(3) es geodésicamente completa, por lo que la longitud minima de la curva que
une s s'' se realiza mediante la geodésica (Gallot, Hdlin y Lafontaine 1987). Ademas, frente a la métrica
Riemanniana invariante por la izquierda definida anteriormente, la longitud del arco de la unién geodésica
minima s s” es la misma que la longitud del arco ‘

de la geodésica minima en SE(3)entre 14y s U (U es el dominio-desdefitdcirsigengrordeasdas-¢Xponenciales),
la ultima longitud es igual al valor de la Q-norma de exp—1 ('ss ”) en R6 . En la proxima seccién explotaremos
esta observacion para proporcionar una férmula explicita para la distancia (4) y, por lo tanto, para determinar

la métrica (2) para una eleccion especifica de Q.

Como ya hemos mencionado, cualquier producto interno en R6 produce una métrica riemanniana invariante
por la izquierda en SE(3), por lo que de hecho estamos tratando con una familia de tales métricas dependiendo
de la eleccion de la matriz Q. Es bien sabido, véase, por ejemplo, (Loncaric 1985) que no hay una eleccion
natural de Q, en particular, no existe ninguna métrica riemanniana bi-invariante (es decir, invariante
simultaneamente por la izquierda y la derecha) en SE(3). Por otro lado, tales métricas naturales existen en
subgrupos de SE(3): el de rotaciones SO(3) y el de traslaciones R3 .

Estas métricas no definen una métrica natural en SE(3) principalmente porque SE(3) es un producto
semidirecto, no directo, de SO(3) y R3 . Entre los subgrupos de SE(3) distinguiremos los de movimientos de
tornillo, es decir, de rotaciones seguidas de traslaciones con respecto al mismo eje. Claramente, cualquier
subgrupo de movimientos de tornillo es abeliano, isomorfo al producto directo de SO(2) y R. Después de esta
introduccion, estamos listos para formular la siguiente lista de requisitos relacionados con una métrica
riemanniana preferida en SE(3).

* i. La métrica restringida a SO(3) o R3 coincide con la correspondiente natural
métrica.

« ii. La métrica debe respetar la estructura del producto directo de los subgrupos de movimiento de tornillo

de SE(3), es decir, para un movimiento de tornillo dado, las magnitudes de la rotacién y la traslacion se
miden de forma independiente.

« iii. La métrica debe ser computacionalmente tan simple como sea posible.

Teniendo en cuenta los requisitos anteriores, hemos elegido para consideraciones adicionales el producto
interno euclidiano en R6 estableciendo Q = 16. En la Seccion 3 probaremos que esta es una eleccién correcta
y presentaremos algunos argumentos a favor de su singularidad.

3 PRINCIPALES RESULTADOS

En vista de las consideraciones anteriores, un paso necesario para la determinacion efectiva de la métrica (4)

en SE(3) es calcular las coordenadas exponenciales (3). Una férmula adecuada es ofrecida por el siguiente
resultado
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RT
Lema 3.1 Dado s = 01 SE(3) con cos a = 72+ (TrR = 1). Entonces para

0 < a < T, las coordenadas exponenciales de s son iguales a

RT a . )
exp—1 01 = (r, t) donde [r] = 2 sen a “(R-R ) , ~1t=A .15
y
-1 2sena-a(1+cosa)1 )
A :|3_'[r]+'[r]2azsenaz( ) _ )

Prueba: Este es un ejercicio simple de algebra lineal.

Las coordenadas exponenciales (5) consisten en las coordenadas de orientacion ry las

coordenadas de posicion t. Estan definidas sobre una vecindad U de E = 14 en SE(3). Para

describir U explicitamente, primero observamos que las coordenadas de orientacion r satisfacen la relacion

2
1(nn=-5 T 2=a | (7)
donde (-, -) representa el producto interno en R3 . Ahora el Lema 3.1 y (7) dan inmediatamente la
siguiente caracterizacién de U.

Corolario 3.1 El dominio de definicién de coordenadas exponenciales ( 5 ) es una vecindad abierta U
de E en SE(3) definida por (r, r) < 2.

Habiendo encontrado las coordenadas exponenciales (5) en U  SE(3), ahora estamos en posicion de
derivar una férmula computable para la distancia (4). Como ya hemos mencionado, SE(3) es
geodésicamente completo, por lo que el minimo en (4) se asume en la geodésica minima cuya longitud
se puede calcular pasando a coordenadas exponenciales. Mas especificamente, tenemos el siguiente
resultado:

' RT_ B R"T

Teorema 3.1 Sea - 01 , S = 01 seatalques”s - U como se define

en el corolario 3.1. Suponga que la métrica riemanniana invariante por la izquierda en SE(3) viene
dada por la matriz identidad Q = 16. Entonces la distancia ( 4 ) entre s, s” esta determinada por

2 ! 2
4 (s, s = (N + (& t)=(r1)+(6,0)+y ((r,r)(6,0)~(r,6) ), (8)
dénde
= ~R"TR+y 6=R T -T'
1 g
= — r " -2 2 2
cosas o - (TrRTR")-1),y=a (oo &) 1) (9)
pecado 2
] vs - RTR'RT(T -7,
Prueba: Basta calcular las coordenadas exponenciales de s Segun - 01

(5),6)soniguales a (r, t) con [r] dada por (9 )y t = A-1 6. Por ( 6 ), la matriz A-1 = I3 — escribiremos
B = A-1 = I3+a[r}+b[r] del 1,a) M+ 2opmes 20— 192 con a, [1] definida en (9). Por simplicidad 2 . Lo

producto (t, t) = (B8, B). Claramente, BTB = 13 +  due se debe hacerzahorazes U;‘ Cé|C4U|0-

(2b—-una simetria sesgada de [r], deducimos de su ecuacion )[r] ~*b " -] -Debidoala

2
caracteristica que [r] =-a 2-[r] ,



Machine Translated by Google

por lo tanto, BTB =13 + (2b - a z 3 h%a BDp@r}azy definidoen (9 ?.,A continuacion, se ve facilmente

que (t, t) = (6, 8) +y - ([r] 6, [r]8).Pero [r]6 es solo el producto vectorial r x 8, (Brockett y Loncaric 1986),

por lo que y se multiplica por la longitud al cuadrado de este producto vectorial. Del algebra vectorial

elemental se deduce que (rx06,rx0)=r-0 2
2 -sin2 3, donde B es el anguloentrery 6, r- 6 2=(r, r). Ya que, por definicic’m,).

ru2=r ? ? . cos2 B, concluimos que (t, t) = (8, 8) +y - ((r, r)(®, 8) - (r, 8)

QED

Observacioén 3.1 Se ve facilmente que el coeficiente y en (8) siempre es = 0. De manera similar, por
la desigualdad de Schwarz, el término multiplicado por y en (8) tampoco es negativo. En
consecuencia, la rhs de (8 ) es = 0. Ademas, resulta de la ortogonalidad de R' que (8, 6) =

Siendo esto asi, los 60-5 primeros términos en (8) pueden interpretarse como una medigda de Ia
distancia entre las rotaciones R' ,R" y las traslaciones T ,T , realizado

de forma independiente, mientras que el tercer término refleja el hecho de que SE(3) no es el producto
directo sino semidirecto de SO(3) y R3 . La contribuciéon del dltimo término a la distancia ( 8 ) es distinta
de cero solo si tanto r como 8 difieren de 0. Eventualmente, invocando la expresion ( 7 ), la formula

( 8 ) se puede dar de las siguientes formas equivalentes:

2

2
d2(s , ") =a 2—\(-(r,e) +0-(6,0)parad=

N Q

( pecado %) ’ (10)

. 2
w (s,s8")=a +(6,0) (cos2 +0-sen2f), (11) donde B es el angulo
entre los vectores r y 8 introducido en la demostraciéon del Teorema 3.1.
Quizas la forma (10) sea la mas adecuada para fines computacionales.

Observacion 3.2 Verifiquemos que la métrica (8) efectivamente satisface los requisitos i.-iii. declaré s”
en la Seccion 2. Para ello primero observe que, si establecemos =T  Ens s" asiqueesoes,
T SO(3), obtendremos dd , 2(s ',s")=(r,rnN=a ? De manera similar, si R'= R", llegamos a que
(s',s")=(6,8)=T -T2 Porlo tanto, yo. Esté satisfecho. Ahora vamos a , 8" sea un par de tornillos
movimientos realizados con un eje dado. Claramente, concluimos que en este caso8 =T -T
y r coincide con eI eje, porlo que el angulo B entre ry 0 esigual a 0. En consecuencia, (11) da d de
acuerdo con el req(msltcs'i') Para m‘bé'frar que Ias férmulas (8), (10), (11) son manejables
computacionalmente, hemos analizado varios ejemplos representativos en la Seccién 4.

Observacion 3.3 Por un andlisis completo de una férmula equivalente a ( 8 ), derivada para un
Q1 Q2

matriz general simétrica, definida positiva de 6x6 Q = QF Q3 con simétrico Q1, Q3,

se puede concluir que el requisito i. resulta en Q1 = Q3 = 13, mientras que ii. implica Q2 = 0.

Siendo asi, el producto interior euclidiano en R6 parece ser el Unico que cumple con los requisitos i. y
ii. En la siguiente seccién haremos un esfuerzo considerable para probar que la métrica (8) cumple
también el requisito iii.

Habiendo definido una métrica en SE(3), dotaremos a Cn de la métrica ( 2 ) en forma recta
' R'(x)T'"(x)0
1

camino hacia adelante. Es decir,seaf ,f* Cn , x Xyf'(x)=

 Fi(x) =
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R"(x) T "(x) 0 1 . -
) T"(x) . Bajo el supuesto de que f ') TFM(x) UL d(f (x), 7'(x)) puede ser

encontrado usando expresiones ( 8 )-( 11 ). En consecuencia, calculamos

'

p(f . ) = max dff '(x), (x)).

Vale la pena mencionar que, gracias a la compacidad de X, el espacio métrico (Cn, p) tiene buenas
propiedades topoldgicas. En particular, se sigue que (Cn, p) es un espacio métrico completo, y que la
convergencia en (Cn, p) significa la convergencia uniforme. Ambas propiedades juegan un papel clave
en el estudio de problemas de aproximacién en (Cn, p). La métrica p, restringida a la cinematica Kn
Cn, define un espacio métrico de cinematica (Kn, p). Por lo tanto, p se denominara métrica cinematica.

4 CALCULO DEL MET CINEMATICO
RIC

A continuacién, calcularemos la métrica cinematica para varios ejemplos de cinematica de
manipuladores de robots.
Ejemplo 4.1 Péndulo doble.

La cinematica del doble péndulo viene dada por la conocida formula

cos(x1 + x2) — sen(x1 +x2) 0 d cos x1 +1cos(x1 +x2) sen(x1

+x2) cos(x1 + x2) 0 d sen x1 + Isen(x1 + x2) R(x) T(x) 01
k(x) = 0 0 1
0 0 0 1

(12)
Sean kv(x), kv ‘(x) un par de péndulas dobles que se diferencian por sus parametros geomeétricos (las
longitudes de los eslabones d,l) con v = (d, I), vI") . Desgemos calcular la distancia p(kv, kv ) segun la
férmula (2). Para ello observamos primero que el espacio interno de ( 12 ) coincide con un subconjunto
compacto X  R2 (un rectangulo, si ( 12 ) tiene limites
articulaciones, o el toro 2 para juntas ilimitadas). Entonces, para encontrar p(kv, kv ') , necesitamos
T para calcular d(kv(x), kv ‘(x)) como se indica mediante ( 8 )-( 11 ). Es evidente que a(x) = a =0,
entonces para cualquier v, v'; kv(x) =1kv '(x)  U. Ademas, debido a la forma de kv, kv ' la parte
rotacional de las coordenadas exponenciales desaparece de ( 10 ), por lo tanto

d(kv(x), kv '(x)) = (d-d')2+2(d-d ") -1")porque x2 + (I-1")2 (13)

Ahora, suponiendo que x2  [-TT, 1], concluimos que

I I

p(kv, kv ) = max d(kv(x), kv 'xX))=|d-d kT |+ ]-1 | (14)

De (14) se sigue que la topologia impuesta al conjunto de doble péndula por la métrica p coincide
con la inducida por la norma de valor absoluto en el espacio de parametros geométricos. El resultado
( 14 ) se generaliza inmediatamente a n-pendula, (Dul,eba y Tcho'n

7
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1990).

Los siguientes ejemplos se referiran a cinematicas generales de 2 grados de libertad que contienen
solo articulaciones giratorias y dependen de 6 parametros geométricos. La cinematica de un manipulador
2R general se puede describir de la siguiente manera: (para abreviar establecemos ci = cos xi y si =

sen xi )
c1c2 —s1s2 cos a1 —c1s2 cos a2 - s1c2 cos a1 cos a2 + s1 sen a1 sen a2
s1c2 + c1s2 cos a1 -s1s2 cos a2 + c1c2 cos a1 cos a2 — ¢1 sen a1 sen a2 c2
s2 sen sen a1 cos a2 + cos a1l sena2 0
al0
c1s2 sen a2 + s1c2 cos al sen a2 + s1 sen a1 cos a2
k() = s1s2 sen a2 — c1c2 cos a1 sen a2 — ¢c1 sen a1 cos a2

—-c2 sen al sen a2 + cos a1 cos a2

0 a2c1c2 — a2s1s2 cos a1 + d2s1 sen a1 + alcl
a2s1c2 + a2c1s2 cos a1 — d2c1 sen a1 + a1s1
a2s2senal+d2cosal+dl1

(15)
En (15) a1, a2 son angulos de torsién, a1, a2 describen longitudes de los enlaces; d1, d2 denotan
parametros de cambio (Paul 1981). Se observa facilmente que (15) se vuelve idéntico a (12) d1 =d2 =
d es el mismo que el de (12). A , a2=1 , 0. El dominio de definicion de (15) paraa1 =a2=0a1 =
continuacion calcularemos la métrica (2) para 3 cinematicas particulares del manipulador general 2R.

Ejemplo 4.2 Manipulador general 2R (1).

Sean kv(x), kv (x) un par de manipuladores 2R generales que se dijferencian solo porsud1=d=0
angulos,de giro 02,,a' 2 . Ademas, supondremos que a1 =a 1=0 | 1=re2=re,
al=al, a2 =un 2 . En efecto tenemos v = (02, a1, a2) , = (a "2, a1, a2). Ahora necesitamos
determinar la distancia d(kv(x), kv '(x)) de acuerdo con ( 8,)-( 11 ). Mediante un simple calculo
encontramos que a(x) =a =102 - a, 8(x) =6 =0, por lo tanto

d(kV(X), kv '(X)) = |02 - a 2| (dieciséis)

siempre que a < 1. Como la rhs de ( 15 ) es independiente de x X, concluimos inmediatamente que

p(kv, kv ") = o2 - a2 | (17)

De nuevo la topologia impuesta por la métrica (2) coincide con la inducida por la norma de valor
absoluto en el (sub)espacio de parametros geométricos.

Ejemplo 4.3 Manipulador general 2R (2).

Como antes, sea kv(x), kv ‘(x) un par de, manipuladores 2R generales (15), pero ahora solo se supone
que a1 =a=0d1 =d, por lo tanto, v=d' 2 ). Para definir la distamtia a(kv(x), ka2'&a)Zomenzamos 2 |
(a2,d2),v'=(a’ 2, ¥r(x) =r=a(-1, 0, 0)T . A continuacién encontramos

calculando a(x) =a =02 - a
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T X)-T(x)=T(r,0)= -T= (0, 0, d) dondé d = d asi que para 2 - d2. Ahora se comprueba facilmente que
, a<1(10)y(2)se obtiene la siguiente formula de distancia

r 2 ’
N = , - IS . a2-a2
p(kv, kv ") = d(kv(x), kv '(x)) - , 4 sin2 > +(d'2 -d2)2 (18)
2

La relacion (18) sigue siendo la misma cuando los manipuladores difieren en d1 en lugar de d2.

Ejemplo 4.4 Manipulador general 2R (3).

Suponemos que kv(x), kv '(x) denotan manipuladores 2R generales (15), los parametros

1 =0 . Entonces, ahora tenemos v = (a1, d1, a2, a2, d2), d’

que difieren por todos
geométricos excepto a1l =ad'1,

V- =(un", o'p @'y 2 )- Con estos datos, usando algo de algebra computacional, hemos encontrado el
siguiente expresién para el cuadrado de la distancia (10), valida para a = |02 - a 2|<m:
(02 -a L2 ' '
d2 s 2y B 2 _ 2
(kv(x), kv '(x)) = 4 (@l -un 1) sen2x2+(al-a 1) cOS2 x2+

sen2 a2-a 2 2

"2
+2(al-a 2)cosx2+ (02 -a  2)2+(@2=u 2+ (d1-d +(d2-re  2))2+(@2-al). 2
1)a2-a 2)
4 sen2 02—20( 2
(19)
La maximizacion de (19 )wrtx2 [T, 11] produce la métrica ( 2 ) definida como sigue. Ponemos w =
—ea2-a2—— . Entonces

2sen® _2;'2
n_ _ "2 _ ] 2&)72 _ "9 _ ) _ [
p(kv, kv')=(a2 - a 2) +(a2-un 2) w2-1 tw2((@1-a 1) +((d1-d 1)+(d2-re 2))2)
(20)
si
) ' 5 ~ '
a2 un2|$(w 1)ja1 - un 11,

mientras que de otra manera

p(kv,kv')= (02 -a2) "24(al-a  1|+ja2-a ’2|)2+w2((d1—d +(d2-re 2)2211)
En particular, sia2 = a 2 entonces se aplica la formula (20), por lo tanto, en este caso

a2a2 '
pkv,kv)= T2 4gin2 > +(@l-a " 2+(d1-d 1)+(d2-re onn  (22)
pecado G2=0-5— 1) )
2

Es facil ver que (22 ) se especializaen (18 )paraal =a L dl=re 1

Ejemplo 4.5 PUMA 600 (1).

Consideraremos la cinematica del manipulador PUMA 600 como se describe en (Bazerghi, Goldenberg y Apkarian
1984), véase también (Tarn et al. 1986). Sean kv(x), kv '(x) la cinematica de un par de PUMA, donde hemos asumido
por razones de simplicidad que x3  [-Tr, 1], que difieren solo en los parametros geométricos de traslacién. De

acuerdo
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con la notacion utilizada en (Bazerghl Gcgggsngs?ar ABL‘?”_""” 1984) esto significa que v =
(12,13, r3,r4), v =(1"5. CIara/ménte en este caso r%x?en (10) es igual a 0, y, con una ayuda
moderada de algebra computacional, calculamos la distancia al cuadrado (10) de la siguiente
manera

d2 (kv(x), kv (x)) = (12 - | 2)2+(13-1 "2+ (@3-r ")2+(d-r 4)2+
3 3

+2(2-12)({r4 - 4)senx3+(I3-1Al ")cosx3). (23)
3

maximizar (23 ) wrt x3 [T, 1] encontramos la métrica (2 ) :

p(kv, kv ") = (J2 - | 21+ (3-1 5)2+(h-rd) ' 2)° +(3-13) ' 2- (24)
Ejemplo 4.6 PUMA 600 (2).

Ahora tomamos un par de PUMA kv(x), kv ‘(x) que tienen I3 =1=0y r3 =r = 0, pero entre los ejes articulare’s 3 y 4.

con giros arbitrarios a4 (I’ "oy Entonces, ahora v = (12, 04, r4) ,v'=r'4 ).SSean x3, x4 [~ ],. ?nvocando
2, g algo de algebra computacional podemos encontrar el

siguiente expresion para la distancia al cuadrado (10 ) :

2 , (G4 - a "1 )2 , ,
s (kv(x), kv '(x)) = (04 - a 4 )2 L= (12-1 2)2+((rd-r4) 2)+
4 sen2 04—0&
, (@d-a 4)2 , (a4-a 4)2
+(12-1 2)2 —— ) cos2x3 cos2 x4 +2(12 - | 2)r4-r4) ——— pecado x3. (25)
4 sen2 o4- JJ_¢ 4sen204-a__,
2 2

Se observa facilmente que se supondra un maximo de (25)enx4 =paraa=lad -a4|<m g, X3=%2,y POreso

la métrica ( 2 ) se define de la siguiente manera:

'

ad—gA— o4 -a4'’
p(kv, kv ') = — 459”2f+(u2—| 2+ra-r4])" 2 (26)
pecado'_e.4_e_4_
2

5 APLICACIONES PROSPECTIVAS DEL Kl
NEMATICO METRICO

Mediante la introduccion de la métrica cinematica hemos dotado al conjunto de cinematicas del robot Kn de estructuras
meétricas y topologicas. Hemos aprendido de los ejemplos estudiados en la seccidn 4 que la convergencia en el espacio
(Kn, p) tiene una interpretacion natural en términos de convergencia con parametros geométricos de cinematica. De ello
se deduce que una secuencia de cinematica ki  Kn converge ak  Kn, silos parametros geométricos de ki convergen,
en el sentido apropiado, a los parametros geométricos de k. Ademas, la distancia p(k ', k") entre dos cinematicas se
puede expresar mediante distancias entre parametros geométricos de la cinematica, por lo que es posible, a través de la
métrica cinematica, estimar los efectos del cambio en parametros especificos sobre el rendimiento cinematico. de un
manipulador. En particular, dadas algunas cinematicas nominales, podemos descubrir desviaciones admisibles en los
parametros geométricos nominales cuyo efecto sobre la cinematica caera dentro de los limites de tolerancia prescritos.
De esta manera también podemos investigar la sensibilidad de la cinematica con respecto a los parametros geométricos
de

10
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un manipulador

La métrica cinematica define una medida de calidad de la cinematica, interpretada como la distancia
entre la cinematica dada y la cinematica de patron especifico. Si el patrén ha sido elegido de tal
manera que refleje el desempefio cinematico deseable de un manipulador, por ejemplo, asume una
de las formas normales propuestas en (Tcho'n 1991), la medida de calidad proporciona una
herramienta natural para la evaluacién del desempefio cinematico de los manipuladores. .

La métrica cinematica atribuye un significado preciso al problema de aproximacién cinematica
establecido de la siguiente manera. Dada una transformacion f : X —— SE(3) del espacio interno X
de un manipulador en el grupo euclidiano especial SE(3), y una familia de cinematicas kv Kn
dependiendo de parametros geométricos vV, cinematica de disefio kv Kn, lo mas cerca
posible de f respecto a la métrica cinematica. Esta claro que el problema de aproximacion se puede
formular matematicamente como un problema de optimizacién para encontrar valores 6ptimos de
parametros geométricos vV tales que p(kv  ,f)=minv V p(kv, f). Describa fsi p(kv ,f) =0,
cinematico deseable de un manipulador. Entonces kv realiza , decimosque el rendimiento

el rendimiento f, de lo contrario kv es la mejor aproximacion a f.

Un componente importante de la métrica cinematica es la métrica d en el grupo euclidiano especial.
Esta métrica sirve como medida de distancia entre posiciones y orientaciones de s”  SE(3), por
efector del manipulador. Dados dos puntos s ', ejemplo, posiciones y orientaciones inicial y final
del efector en el espacio exterior, la distancia d(s ', s"), definida por ( 10 ), es igual a la longitud
minima de una curva en SE(3) que une sy s ". Esta curva, llamada geodésiéa, es andloga a la linea
recta en la geometria euclidiana. El movimiento a lo largo de las geodésicas no necesita aceleracion.
Sugerimos que los arcos de geodésicas son trayectorias naturales en SE(3) a seguir en el control
punto a punto de manipuladores de robots. La métrica d en SE(3) también nos proporciona una
herramienta adecuada para estimar el tamafio del espacio de trabajo del manipulador.

La métrica d, relacionada via cinematica con el espacio interno X de un manipulador, define una
distancia entre puntos del diagrama de bifurcacién de la cinematica, (Tcho'n 1991). En particular,
para cinematicas no singulares de 6 grados de libertad, d induce una distancia entre las
configuraciones de un manipulador.
Finalmente, consideremos un par de cinematicas kv, kv’  Kn, de un manipulador fijo, que difieren
en algunos de sus parametros geométricos. De la definicion de p métrica se deduce que p(kv, kv ')
es la distancia maxima d entre kv(x), kv '(x) wrt x ~ X. Un analisis de los ejemplos de la seccion 4
revela que la distancia d( kv(x), kv ‘(x)) no depende de todas las variables internas salvo de unas
pocas. En los Ejemplos 4.2 4.3 esta distancia es la misma para todox  X.
Un manipulador cuya cinematica kv y kv ' tiene la propiedad de que d(kv(x), kv '(x)) es constante
paratodo x X (por lo tanto igual a p(kv, kv ")) lo llamaremos uniforme. El nimero de variables
internas que aparecen en d(kv(x), kv (x)) es una medida de la falta de uniformidad del manipulador,
que se puede llamar su uniformidad. Los manipuladores PUMA estudiados en los ejemplos 4.5

, 4.6 han tenido, respectivamente, la concordancia 1y 2.

6. CONCLUSION

Concluimos este articulo con un comentario sobre las propiedades computacionales de la métrica
cinematica. Debe notarse que, excepto por algunos casos simples como los presentados en los
ejemplos 4.1 a 4.3, la cantidad de calculos necesarios para determinar la métrica cinematica es
notable. Existen dos fuentes de complicaciones computacionales: el calculo de la métrica d, definida
por (10), en funcién de variables internas, y

11
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la maximizacion de d sobre el espacio interno. Los problemas relacionados con la métrica d pueden aliviarse
considerablemente mediante el uso de calculos simbdlicos ofrecidos por paquetes de software como
MACSYMA o REDUCE. Dichos calculos parecen ser efectivos hasta que la cinematica no difiere en mas de
un parametro geométrico rotacional (un angulo de giro entre un par de ejes de articulacion vecinos). Si hay
mas giros, surge una dificultad esencial en la determinacion de las coordenadas exponenciales segun la
expresion (9). La segunda fuente de dificultades computacionales, es decir, la maximizacion de d sobre el
espacio interno, se beneficia moderadamente del uso de calculos simbdlicos. Afortunadamente, en muchos
casos la uniformidad de un manipulador es pequefia, por lo que el problema de maximizacion es de baja
dimension.

En el caso de que la determinacion exacta de la métrica cinematica sea dificil o incluso imposible, podemos
recurrir a expresiones aproximadas para la métrica. A continuacion, presentamos dos expresiones de este
tipo; de hecho, proporcionan limites inferiores y superiores manejables computacionalmente para la distancia
al cuadrado definida por (10). La primera expresion elimina la parte computacionalmente involucrada (r, 8) de
(10). De hecho, las siguientes estimaciones se pueden deducir facilmente de ( 11 ):

L=a 24@ 0)<re 2(k (x),k"(X)<a 2+5(0,0)=R(27)5y 6 estan

donde a | relacionados con k ' (x), k"(x) mediante (8 ) y (10 ). Claramente, para |a| < T, la derecha de ( 27 )
esta acotada por E = a (8, ). La calidad de 1ag éstiﬁgaciones en (27) se ha ilustrado en la Fig. 6.1: a, b, ¢, al

mostrar la dependencia de los conjuntos de nivel de L, Ry E en la distancia de rotacion a = r y la distancia
de traslaciéon = 6. Los conjuntos de niveles de d

2 se encuentran entre losde L y R.
La segunda estimacién va mas alla que (27), y reduce la dificultad relacionada con k" tienen varios el calculo
inoportuno cuando la cinematica k se tuerce entre ejes articulares. Esta estimacion se ", de a, particularmente
basa en la desigualdad cos a = 1- 2 en todas partes, y cos a < 1- 2a ( 9 ), deducimos de (27 ) 132 , valido
los siguientes limites inferior y superzlor , valido para |a| < 1. Usando estas desigualdades y formulas

para d 2 (k" (x), k" (x)):
B)sre Z(k (x), k"(x)) S ?B(x), (28)
donde
B(x)=3-TKR TOR"(X)+T"(x)-T ‘x) 2
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