
De  nombreuses  applications  de  recherche  nécessitent  les  équations  dynamiques  du  mouvement  
pour  les  manipulateurs.  Dans  les  systèmes  complexes  manipulateur-environnement,  il  est  
nécessaire  de  simuler  de  manière  réaliste  le  mouvement  du  manipulateur  dans  son  environnement.  
Des  exemples  typiques  sont  les  simulations  de  vol  de  la  navette  spatiale  effectuées  par  la  NASA.  
De  même,  la  simulation  aide  à  la  conception  de  systèmes  complexes.  Bien  que  certaines  
applications  de  simulation  puissent  être  réalisées  hors  ligne,  il  est  parfois  nécessaire  de  simuler  le  
mouvement  en  temps  réel,  comme  lorsque  la  simulation  est  une  aide  à  la  formation  pour  les  opérateurs  humains.
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INTRODUCTION
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systèmes  est  un  cas  particulier  de  cette  méthode  alternative.  Deux  exemples  de  problèmes  montrent  
comment  l'algèbre  peut  être  appliquée  à  des  systèmes  non  holonomes  rigides  et  flexibles.

équations  sous  une  forme  simple.  L'article  montre  que  la  méthode  de  Kane  pour  les  corps  rigides

commencé.  Étant  donné  que  la  méthode  est  basée  sur  l'énergie,  elle  est  utile  pour  les  systèmes  élastiques.  Parce  que  le
peut  gérer  des  vecteurs  exprimés  par  rapport  à  des  systèmes  de  coordonnées  en  rotation,  il  le  faitUn  moyen  alternatif  zyxwvuts  pour  dériver  des  équations  de  mouvement  de  systèmes  complexes  ne  nécessite  

pas  l'introduction  zyxw  de  transformations  de  coordonnées  et  produit  ainsi
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est  le

La  récursivité,  un  processus  simple  qui  utilise  la  structure  de  chaîne  ouverte  d'  un  
manipulateur  pour  simplifier  le  calcul,  peut  ne  pas  s'appliquer  aux  systèmes  qui  ne  sont  
pas  des  structures  de  chaîne  ouverte ;  son  applicabilité  est  donc  limitée.

Les  réductions  de  forme  fermée  réduisent  la  complexité  numérique  de  la  résolution  
d'équations  dynamiques.  Les  réductions  de  forme  fermée  nécessitent  généralement  une  
expérience  et  une  endurance  considérables.  L'effort  requis  pour  la  réduction  sous  forme  
fermée  peut  varier  considérablement  selon  les  méthodes  utilisées  pour  dériver  les  équations.  
Par  exemple,  une  méthode  qui  produit  des  équations  en  termes  de  multiplications  matricielles  
(telle  que  la  méthode  de  Lagrange  standard)  est  difficile  à  réduire.  Une  technique  qui  produit  
des  équations  en  termes  d'  opérations  vectorielles  comme  les  produits  scalaires  et  croisés  
est  beaucoup  plus  facile  à  réduire  que  la  formulation  matricielle.  L'une  ou  l'autre  méthode  de  dérivation  produit  le

Une  autre  application  des  équations  dynamiques

quantités  d'énergie  scalaires  d'  un  système.  L'énergie  cinétique  étant  fonction  de  
la  vitesse  absolue,  la  présence  de  plusieurs  corps  rigides  rend  nécessaire  
l'introduction  de  transformations  de  coordonnées.  Ces  transformations  sont  des  
fonctions  trigonométriques  compliquées.  Après  introduction  des  transformations,  
plusieurs  dérivées  partielles  et  totales  sont  calculées.  La  trigonométrie  rend  
difficile  (voire  impossible)  la  simplification  des  équations.  Un  avantage  significatif  
de  la  technique  de  Lagrange  est  de  ne  pas  inclure  les  forces  qui  maintiennent  les  
contraintes  du  système.

Il  y  a  eu  de  nombreuses  tentatives  pour  résoudre  les  équations  dynamiques  du  
manipulateur  en  temps  réel.  Certains  chercheurs  ignorent  des  termes  tels  que  les  
accélérations  de  Coriolis  et  Centripète.  Ignorer  les  termes  a  l'avantage  de  réduire  
le  nombre  de  calculs  mais  l'inconvénient  d'  être  approximatif.  L'approximation  peut  
être  insatisfaisante  pour  certaines  applications.

Le  calcul  récursif  des  équations  dynamiques  réduit  le  temps  de  calcul.

Une  autre  méthode  pour  résoudre  des  équations  dynamiques  en  temps  réel  est  le  
traitement  parallèle,  une  solution  satisfaisante  pour  certains  cas,  mais  une  dépense  
matérielle  excessive  pour  d'autres.

Une  autre  technique  populaire  utilise  les  équations  de  Newton.  Bien  que  la  méthode  
puisse  être  dérivée  des  équations  de  Lagrange,  les  équations  de  Newton  sont  distinctives.  
La  méthode  est  généralement  basée  sur  des  équations  vectorielles  et  nécessite  le  calcul  
de  l'accélération  absolue.  Contrairement  à  la  méthode  de  Lagrange,  la  technique  n'a  pas  
besoin  d'introduire  des  transformations  de  coordonnées  au  départ ;  par  conséquent,  les  
résultats  sont  souvent  exprimés  avec  des  produits  vectoriels  ponctuels  et  croisés.  Cette  
forme  vectorielle  permet  une  réduction  en  utilisant  les  propriétés  spéciales  des  produits  
vectoriels.  Un  inconvénient  majeur  de  la  technique  est  que  même  les  forces  de  contrainte  
doivent  être  incluses.

exiger  que  le  couple  de  zyxwv  soit  calculé  en  temps  réel.

Comme  exemple  de  ce  concept,  considérons  quelques-unes  des  techniques  disponibles  pour

doit  être  calculé  par  les  équations  dynamiques.  De  nombreux  algorithmes  de  contrôle

Les  équations  de  Lagrange.'  La  méthode  de  Lagrange  commence  par  exprimer  la

contrôle  des  manipulateurs.

dériver  des  équations  de  manipulateurs  rigides  à  chaîne  ouverte  zyxw .  Une  technique  consiste  à  utiliser

mêmes  équations,  mais  chacun  peut  produire  les  équations  sous  différentes  formes  initiales.

De  nombreux  schémas  de  commande  ont  été  proposés  pour  augmenter  les  performances  
des  manipulateurs  qui  nécessitent  le  calcul  du  couple  d'entraînement.  Couple  moteur
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Dans  le  domaine  des  manipulateurs  flexibles  (conformes),  de  nombreuses  techniques  sont  
basées  sur  l'énergie  et  ne  sont  pas  aussi  développées  que  celles  des  systèmes  rigides.  Comme  
prévu,  les  techniques  énergétiques  traitent  des  scalaires  et  nécessitent  l'introduction  de  
transformations  de  coordonnées  avant  le  calcul  des  dérivées  partielles  et  totales.  Deux  
avantages  des  méthodes  énergétiques  sont  que  les  conditions  aux  limites  apparaissent  au  
cours  de  la  dérivation  de  l'équation  et  que  les  forces  qui  maintiennent  les  contraintes  sont  sans  importance.

Les  équations  de  Newton.  La  méthode  de  Kane  n'est  pas  basée  sur  l'énergie  et  nécessite  
le  calcul  de  la  vitesse  et  de  l'accélération  absolues  comme  dans  la  méthode  de  Newton.

La  technique  démontrée  dans  cet  article  commence  par  des  concepts  énergétiques  
et  dérive  des  équations  de  mouvement  similaires  à  celles  de  la  méthode  de  Kane.  Le

Considérons  un  système  avec  zyxw  n  degrés  de  liberté.  Il  est  souvent  possible  de  définir  n

Un  avantage  de  la  méthode  est  que  les  forces  maintenant  les  contraintes  ne

de  Thomas  Kane.*  Méthode  de  Kane  (également  connue  sous  le  nom  de  forme  de  Lagrange

Étant  donné  que  les  équations  résultantes  sont  sous  forme  vectorielle,  elles  peuvent  donc  être  facilement  réduites.

Principe  de  D'Alembert)  est  une  formulation  vectorielle  basée  sur  une  modification  de

Des  techniques  d'équation  de  Newton  à  base  vectorielle  ont  été  utilisées

Une  méthode  suit  pour  formuler  des  équations  de  mouvement  de  manipulateurs  
flexibles  à  chaîne  ouverte  utilisant  de  l'énergie.  Le  procédé  diffère  des  techniques  
actuelles  en  ce  que  la  formulation  ne  nécessite  pas  l'introduction  de  transformations  de  
coordonnées.  Ceci  est  rendu  possible  grâce  à  la  modification  appropriée  des  dérivées  
partielles  et  totales  normalement  requises.  Parce  que  la  méthode  est  basée  sur  l'énergie,  
elle  devrait  être  naturelle  pour  de  nombreux  chercheurs.  Les  conditions  aux  limites  
requises  apparaissent  lors  de  la  dérivation,  et  les  efforts  maintenant  les  contraintes  
n'entrent  pas.  Étant  donné  que  la  méthode  est  basée  sur  des  vecteurs,  les  équations  
résultantes  devraient  être  faciles  à  simplifier.  La  méthode  est  applicable  aux  
manipulateurs  à  six  degrés  de  liberté,  ce  qui  lui  permet  d'être  utilisée  pour  le  contrôle  et/
ou  la  simulation  de  manipulateurs  pratiques.

z  dans  la  dérivée

l'équivalence  entre  ces  techniques  n'est  pas  nouvelle.  Il  a  été  démontré'  que  le

tion  d'équations  pour  les  systèmes  flexibles.  L'application  des  équations  de  Newton  nécessite  
de  sommer  les  forces  (contraintes)  agissant  sur  une  partie  infinitésimale  du  système  flexible.  
Pour  de  nombreux  chercheurs  travaillant  dans  le  domaine  des  systèmes  flexibles,  ce  
processus  n'est  pas  naturel.

Une  troisième  technique  populaire  dans  l'étude  de  la  dynamique  des  engins  spatiaux  est  la  méthode

Les  équations  de  Passerello-Huston  peuvent  être  utilisées  pour  calculer  les  forces  d'inertie  généralisées  
de  Kane  compte  tenu  de  l'énergie  cinétique.

entrer;  il  y  a  donc  moins  d'inconnues  que  dans  la  méthode  de  Newton.  L'utilité  de  la  
méthode  pour  dériver  des  équations  dynamiques  simplifiées  a  été  démontrée  
récemment.3  Bien  qu'à  première  vue  la  méthode  semble  maladroite,  elle  est  
puissante  entre  les  mains  d'un  utilisateur  expérimenté.

variables  zyxwv  qi  qui  satisfont  toutes  les  contraintes  holonomiques.  Les  qi  sont  appelés  coordonnées  

généralisées.  La  vitesse  du  point  zyxw  P  appartenant  au  système  peut  être  exprimée
en  fonction  de  qi,  qi  et  du  temps  zyxw  r,  où  qi  désigne  la  dérivée  temporelle  de  qi.  Il
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1, . . .

Si  m  contraintes  non  holonomiques  simples  sont  appliquées  au  système,  seuls  p  
(p  =  n  -  m)  des  di  et  y  sont  indépendants  l'un  de  l'autre.  Ces  contraintes  peuvent  être  
exprimées  comme  suit :

résoudre  l'éq.  1  pour  le

Une  fois  les  p  indépendants  4  connus  (à  partir  des  équations  du  mouvement),  
les  relations  entre  ui  et  di  et  les  contraintes  non  holonomes  permettent  de  
résoudre  (intégrer)  les  n  valeurs  de  qi.  Les  quantités  A,  B,  W  et  X  sont  des  
fonctions  du  temps  et  des  n  coordonnées  q.

quelles  sont  les  fonctions

La  présente  méthode  est  basée  sur  le  principe  de  Hamilton,  qui  stipule  que  la  
variation  de  la  dérivée  temporelle  du  lagrangien  est  nulle.  Pour  mettre  en  œuvre  
la  technique,  il  est  nécessaire  de  calculer  la  variation  d'  énergie.  Ordinairement  le

Il

Les  inconvénients  sont  si  importants  que  bien  que  la  méthode  de  Kane  
ait  une  base  énergétique,  il  y  a  peu  de  mérite  à  utiliser  les  relations.  Dans  
le  reste  de  l'article,  une  méthode  sera  démontrée  qui  permet  la  
manipulation  des  termes  d'énergie  sans  les  sérieuses  lacunes  de  l'Eq.  3.

vitesses.'Les  w  sont  appelés  possibles  généralisés  à  di  termes.  Cela  signifie  
que  la  matrice  W  est  non  singulière.

+  X,  pour

Avec  l'équation  Passerello-Huston.  3  on  peut  partir  des  termes  d'énergie  et  arriver  aux  
équations  de  Kane.  Il  y  a  cependant  plusieurs  problèmes  pratiques  à  considérer.  
Premièrement,  parce  que  l'Eq.  3  exige  que  l'énergie  cinétique  soit  exprimée  sous  forme  
de  fonction  scalaire,  les  transformations  de  coordonnées  doivent  être  introduites  immédiatement.

doit  être

peut  être  pratique  de  définir  zyxw  n  quantités  w,  qs  =  zyxwvut  r=

Les  équations  de  Passerello-Huston  pour  un  système  non  holonome  simple  défini  ci-
dessus  sont :

du  qi  et

Cela  rend  l'algèbre  nécessaire  pour  calculer  les  dérivées  partielles  et  totales  
excessive.  Deuxièmement,  exprimer  l'énergie  en  termes  de  q  plutôt  que  de  u  
efface  certains  des  avantages  offerts  par  la  méthode  de  Kane.

où  Ff  est  la  force  d'inertie  généralisée  de  Kane  pour  la  vitesse  généralisée  
y  et  KE  est  l'énergie  cinétique.  Le  lien  entre  l'énergie  potentielle  et  la  force  
active  généralisée  de  Kane  a  également  été  établi.

comme: zy
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je=l

je=

Variation  d'  un  vecteur

Variation  relative

comme:

"e'"  est  un  vecteur  des  rotations  possibles  que  l'image  R  peut  posséder  par  rapport  à  l'image  
N.  Kane  a  introduit  le  vecteur  "e'"  lors  de  la  discussion  du  déplacement  virtuel  compatible  
~~  mais  n'a  pas  expliqué  l'utilisation  de  "e'"  pour  résoudre  des  problèmes  pratiques.

De  même,  les  variations  relatives  sont  calculées  comme  la  variation  des  
composantes  scalaires  d'un  vecteur  exprimé  par  rapport  à  une  référence  non  
inertielle.  Mathématiquement  c'est

d'équations  sans  l'introduction  d'une  transformation  de  coordonnées  nécessite

Les  variations  relatives  et  absolues  diffèrent.  Les  variations  relatives  sont  souvent  plus  
faciles  à  calculer,  mais  le  principe  de  Hamilton  nécessite  de  calculer  des  variations  absolues.

l'opération  de  variation  n'est  définie  que  pour  les  scalaires  (ou  matrices),  mais  la  dérivation

où  tii  sont  des  vecteurs  unitaires  fixes  non  coplanaires  dans  le  référentiel  inertiel  n,  et  fi  
sont  des  fonctions  scalaires.

Certaines  des  définitions  de  base  ont  été  publiées4  et  sont  passées  en  revue.

Cela  nécessite  l'introduction  de  transformées  de  coordonnées  avant  la  variation.

Relier  les  variations  Il  

est  possible  de  relier  les  variations  relatives  et  absolues^.^'^  Si  le  système  de  
coordonnées  R  tourne  par  rapport  au  cadre  N,  les  variations  relatives  de  ces  systèmes  
de  coordonnées  sont  liées  comme  suit :

Dans  les  techniques  actuelles  qui  utilisent  la  notation  vectorielle,  chaque  fois  qu'une  variation  
est  calculée,  les  termes  vectoriels  sont  d'abord  exprimés  par  rapport  à  une  référence  inertielle.

où  la  référence  R  est  non  inertielle  et  gi  sont  des  fonctions  scalaires.

calcul  des  variations  zyxw  de  vecteurs  exprimés  dans  des  repères  tournants.

Pour  calculer  ce  qui  est  défini  ici  comme  la  variation  absolue  d'  un  vecteur,  il  est  
nécessaire  d'exprimer  le  vecteur  avec  des  composantes  le  long  de  trois  directions  de  
coordonnées  stationnaires  non  coplanaires  et  de  calculer  la  variation  dans  chaque  
composante  scalaire.  Cela  peut  s'exprimer

Everett :  une  algèbre  alternative  pour  les  manipulateurs  flexibles
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-A  -  D  A  66+  zyxwvu  (ASBGA)  x  zy  6  +  BGA  x  AS6

ASBDV  =  zyxw  Aa(AD6  +  BGA  X  @

=  BDASV  +  (

BDAS3  =  "D("S3  +  ̂ e'"  x

x6 .

z  F  exprimé  en
Les  opérations  de  différenciation  relative  

calculées  par  rapport  à  une  même  référence.  ~  Considérons  un  vecteur

où  Iij  est  un  scalaire  et  &  et  Sj  sont  des  vecteurs  unitaires  non  coplanaires  fixés  dans  les  
systèmes  de  coordonnées  A  et  B.  Les  vecteurs  A  et  5  ne  sont  normalement  pas  commutatifs.

système  de  coordonnées  C.  Calculer  d'abord  la  dérivée  temporelle  par  rapport  à  un  système  z  B

Un  f  dyadique  est  défini  comme :

En  inversant  l'ordre  d'application  des  opérateurs,  Eq.  7  peut  être  
exprimé  par :

Combiner  les  éq.  7  et  8  et  en  utilisant  Be'^  =  -

et  suivre  avec  la  variation  par  rapport  à  un  système  A :

i,  et  "GA  est  l'opérateur  'D  représente  la  différenciation  par  rapport  à  la  vitesse  
angulaire  du  cadre  A  comme  on  le  voit  dans  B.

Les  dyadiques  ont  des  propriétés  particulières5  mais  peuvent  être  considérées  comme  des  
vecteurs  dont  les  composantes  sont  des  vecteurs.  Le  point  et  le  produit  croisé  sont  définis  pour  
les  dyadiques,  mais  il  faut  se  référer  aux  opérateurs  comme  opérant  à  gauche  ou  à  droite.  
Considérons  la  variation  par  rapport  au  référentiel  C  d'  une  dyadique,  exprimée  par :

rendement  ̂  :  ̂

(9)=  AgB6A.

Différenciation

Variation  d'un  dyadique

Temps

des  variations  zyxw  et  variation  ne  commutent  que  lorsque

BDB(?A
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La  variation  est  calculée  en  traitant  le  dyadique  comme  un  vecteur  dont  com

Si  n  vitesses  généralisées  sont  définies  comme  dans  l'Eq.  1,  la  dérivée  de  d  dans  le  référentiel  
A  (la  vitesse  de  P  dans  A)  est :

système  de  coordonnées  zyx  A  dans  un  

système  avec  n  où  zyxwvu  Cii  sont  des  vecteurs  unitaires  fixés  dans  le  système  
de  coordonnées  A,  et  fi  sont  des  fonctions  scalaires  des  coordonnées  
généralisées  zyxw  n  et  du  temps.  La  variation  de  h  par  rapport  au  cadre  zyxw  A  est :

Everett :  une  algèbre  alternative  pour  les  manipulateurs  flexibles

et  devient  finalement :

arbitraire;  donc  un  autre  ensemble  de  variations  arbitraires  Sy,  peut  être  défini  comme :

les  composants  sont  aussi  des  vecteurs.  De  zyxw  Eq.  6,  éq.  11  devient :

à

qui  se  réduit  à :

Exprimons  les  
coordonnées  généralisées  d'un  vecteur  de  position

S'il  n'y  a  pas  de  contraintes  non  holonomiques,  tous  les  8qr  de  l'  Eq.  16  peut  être  considéré

Calcul  de  la  variation  totale  des  vecteurs  
3  relative

comme:

je=l
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r=l

s=l

La  variation  de  l'éq.  3  peut  être  exprimé  par :

f  A,S&  pour  r=p+l, ...,  zyx  n.

contraintes  rhéonomiques  non  holonomiques.  Notez  que  même  si  B  disparaît  de

vitesse  y.  Cette  dernière  substitution  peut  être  vérifiée  par  l'Eq.  17.

Éq.  21,  cela  contribue  au  problème.  Les  équations  du  mouvement  sont

écrit;

Le  terme  A  vg  est  la  vitesse  partielle  non  holonomique  de  Kane  comme  démontré  dans  l'Eq.  
20.

exprimé  zyxwv  comme  p  équations  qui  peuvent  être  intégrées  pour  le  p  indépendant  u,

Notez  que  le  vecteur  B  ne  contribue  pas  à  la  variation  car  la  variation  est  
prise  instantanément.  Puisque  B  n'est  pas  une  fonction  des  variables  y,  il  
n'a  pas  de  variation.  Ce  concept  est  discuté  dans  Lanczos  sous  le  thème  de

Considérons  maintenant  le  cas  des  contraintes  simples  non  holonomiques  zyx  rn  données  par  l'Eq.

Ces  résultats  peuvent  être  résumés  comme  suit.  Supposons  que  la  dérivée  
temporelle  d'un  vecteur  position  $  appartenant  à  un  système  à  p  vitesse  généralisée  
indépendante  %  s'écrit  en  fonction  du  %  et  du  temps  sous  la  forme  3(ul,. . . ,  up,  r),  
et  la  variation  absolue  du  vecteur  $  (le  déplacement  virtuel)  est  requis.  Le  
déplacement  virtuel  doit  être  l'expression  de  tous  les  changements  possibles  que  le  
vecteur  peut  subir  indépendamment  du  temps  à  la  lumière  de  toutes  les  contraintes  (holonomiques  et

car  zyxwvu  W  n'est  pas  singulier.  L'équation  16  peut  être  où  A3c  est  la  vitesse  partielle  

de  Kane  du  point  zyx  P  dans  le  cadre  A  pour  généralisé

En  remplaçant  l'éq.  21  en  éq.  19  résultats  en :

(21)

(r=  1,. ..,p).  Les  équations  3  (qui  contiennent  B)  sont  utilisées  pour  résoudre  le

2.  En  remplaçant  Eq.  2  en  17,  la  vitesse  peut  s'exprimer :

y  restant ,  puis  Eq.  2  sont  intégrés  pour  qr.
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Exemples  de  problèmes

une  expression  de  toutes  les  rotations  possibles  du  référentiel  B  par  rapport  à  A,  il  peut  être

En  soustrayant  le  potentiel  de  la  cinétique  et  en  intégrant,  la  fonctionnelle  dans  le  
principe  de  Hamilton  est  obtenue :

Everett :  une  algèbre  alternative  pour  les  manipulateurs  flexibles

Deux  exemples  illustrent  le  concept  discuté  dans  cet  article,  un  exemple  plus  
simple  peut  être  trouvé  dans  la  réf.  4.  La  méthode  peut  être  appliquée  à  des  
systèmes  complexes  tels  qu'un  robot  à  six  degrés  de  liberté  d'une  manière  
similaire.  Considérons  d'abord  le  problème  de  la  dérivation  des  équations  de  
mouvement  d'  un  manipulateur  tridimensionnel  à  n  liaisons  en  boucle  ouverte.  
Soit  le  référentiel  initial  0  attaché  au  sol  et  les  cadres  mobiles  1  à  n  attachés  à  
chacune  des  liaisons  du  manipulateur .

écrit  comme:

Grâce  à  une  bonne  définition  de  la  dyadique  d'inertie?  l'énergie  cinétique  du  
système  vaut :

non  holonomique)  imposé  au  système.  Cela  peut  être  exprimé  comme  suit :

systèmes  holonomiques  et  dans  l'Eq.  zyxw  20  pour  un  système  non  holonomique.

Notez  que  les  quantités  Si  trouvées  dans  les  Eqs.  23  et  24  sont  identiques.  La  dérivation  
formelle  de  l'Eq.  24  est  effectuée  de  manière  similaire  à  celle  de  l'Eq.  23.

où  zyxwv  Si  représente  une  quantité  virtuelle  arbitraire  et  zyx  9  est  défini  dans  l'Eq.  17  pour  la  ville  de  la  

trame  zyxwv  B  par  rapport  à  A  est  exprimé  par  A3B(~l,. . .
Les  quantités  zyxw  "e'"  peuvent  être  interprétées  de  la  même  manière.  Supposons  le  vélo  

angulaire ,  u,,,  zy  t).  Puisque  "e"  est

où  z  est  la  dyadique  d'inertie  pour  le  corps  i,  est  la  masse  du  corps  i,  i"  est  le  centre  de  masse  
du  corps  i  et  Vi*  est  la  vitesse  absolue.  En  supposant  uniquement  une  charge  de  gravité,  
l'énergie  potentielle  est :

pi*  est  la  position  du  centre  de  masse  du  corps  i,  et  g'  est  le  vecteur  de  gravité.

Machine Translated by Google



z

japi*=

+  g' (jSpi*)]}  dt  =  0.  (30)
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z
+  g  9  (jSpi*)]]  dt  =  0. (29)

Journal

par  conséquent,  seul  le  vecteur  vitesse  angulaire  contribue  à  la  variation.  Le  terme  
de  vitesse  linéaire  dans  l'équation.  28  varie  dans  le  référentiel  inertiel.  Le  terme  
d'énergie  potentielle  est  modifié  dans  une  trame  j  choisie  arbitrairement.  Lorsque  la  
variation  est  appliquée  au  vecteur  gravité,  il  y  a  une  contribution  car  le  vecteur  n'est  
pas  figé  dans  la  trame  j.

L'étape  suivante  consiste  à  réduire  toutes  les  variations  de  termes  dérivés  en  dérivés  de  
variations  par  certaines  des  identités  de  la  dernière  section.  L'équation  28  peut  être  
exprimée  comme  suit :

La  quantité  JSpi*  est  égale  à :

Comme  les  termes  d'énergie  sont  des  scalaires,  les  variations  dans  tous  les  repères  sont  identiques.

variable  dans  le  référentiel  i  car  la  dyadique  d'inertie  est  constante  par  rapport  au  référentiel

En  utilisant  le  théorème  de  Green,  Eq.  29  peut  s'écrire :

Les  équations  individuelles  (n  d'entre  elles)  sont  extraites  de  l'Eq.  30  en  exprimant  les  
variations  en  fonction  de  n  grandeurs  virtuelles  arbitraires.  Par  exemple,  avec  n  quantités  
uj,  comme  discuté  dans  la  dernière  section,  de  sorte  que  les  vitesses  linéaires  et  
angulaires  du  système  peuvent  être  exprimées  en  fonction  de  la  position,  du  temps  et  de  
uj,  "e"  peut  être  exprimé  comme :

faire  c'est :
la  fonctionnelle  à  zéro,  donc  la  variation  de  zyx  f  doit  être  calculée.  Une  façon  de  Par  

exemple  OS( 3'"  -  zyx  vi*)  est  le  même  zyx  que  'S( 6"  *  3'*).  Distribuer  la  variation  puisque  les  

termes  individuels  sont  des  vecteurs.  Dans  l'éq.  zy  28  le  premier  terme  est

variation  entre  les  termes  pointés  nécessite  une  observation  attentive  du  cadre  de

Les  équations  du  mouvement  sont  obtenues  en  fixant  toutes  les  variations  arbitraires  de

SUj
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Si  les  zyxwv  uj  sont  choisis  pour  être  les  n  variables  conjointes,  il  est  facile  de  calculer  le  sed  en  

termes  de  zyxw  n  quantités  zyx  uj,  les  équations  sont  extraites  en  collectant  toutes  les  

transformations  de  coordonnées  nécessaires  pour  que  zyx  soit  calculé.  Des  différences  significatives  avecdifférents  systèmes  de  coordonnées  pour  trouver  des  simplifications,  et  la  méthode  étant  
basée  sur  l'énergie,  donc  compatible  avec  de  nombreuses  autres  techniques  pour  les  
systèmes  élastiques.

Les  équations  résultantes  sont  similaires  à  celles  de  la  technique  de  Kane.  Étant  donné  que  les  
termes  apparaissent  sous  une  forme  de  haut  niveau  impliquant  des  produits  scalaires  et  croisés,  il  est
possible  de  manipuler  les  termes  dans  des  formes  significativement  différentes  avant  tout

l'énergie  de  B  peut  être  exprimée  comme

les  simplifications  peuvent  venir  avec  une  alternative.  Une  fois  les  variations  exprimées
termes  dans  les  équations.  31  et  32.  Ce  choix  n'est  cependant  pas  nécessaire  et  significatif

Cet  exemple  considère  les  termes  d'énergie  cinétique  pour  un  système  de  
plusieurs  corps  flexibles.  L'énergie  potentielle  est  simple  à  calculer.  Depuis  le  total

termes  multipliant  uj  et  mettant  la  collection  à  zéro  pour  tout  j.

l'énergie  n'est  que  la  somme  de  l'énergie  de  tous  les  corps,  considérez  l'énergie

position  absolue  d'une  particule  appartenant  à  B.  L'intégrale  temporelle  de  la  cinétique

Everett :  une  algèbre  alternative  pour  les  manipulateurs  flexibles

Le  problème  se  complique  lorsque  la  variation  de  l'énergie  cinétique  est

contribution  d'un  seul  corps  B.  Comme  le  montre  la  figure  1,  soit  zy  dp

La  méthode  de  Kane  est  l'avantage  pour  le  chercheur  de  manipuler  la  variation  de

où  A  est  un  référentiel  inertiel.

Termes  d'énergie  cinétique  pour  un  corps  flexible

Je,  Kedt  =

Figue  1.  Un  seul  corps  flexible .

563

Machine Translated by Google



+  ASv'

Revue  de

z  déviation  

du  point  zyxwv  p  comme  vecteur  5,  et  définir  les  points  zy  n  sur  un  corps  neutre  de  sorte  que

ASii  pour  tout  n  est  une  fonction  d'  un  nombre  fini  de  grandeurs  u  indépendantes .  Le  
dans  l'éq.  35  sont  considérés  comme  arbitraires,  sous  réserve  de  conditions  aux  

limites.  termes  Bien  que  Eq.  34  est  compact,  il  peut  ne  pas  être  utile.  Une  forme  
alternative  d'Eq.  34  suit.  Notez  la  facilité  avec  laquelle  l'équation  est  modifiée.  La  
recherche  de  réductions  nécessite  généralement  d'étendre,  de  redistribuer  et  de  
précipiter  les  termes  plusieurs  fois,  en  recherchant  des  identités  et  des  termes  
communs.  Par  conséquent,  la  facilité  avec  laquelle  les  équations  sont  réduites  est  liée  
à  la  facilité  de  leur  manipulation.

24.  Dans

Le  terme  KEN  est  les  termes  d'énergie  cinétique  du  corps  rigide  qui  existeraient  si  le  corps  
n'avait  pas  de  déplacement  élastique.  La  variation  de  l'énergie  cinétique  peut  être  exprimée  
comme  suit :

Commencez  par  le  vecteur  de  position  défini  comme  dans  la  figure  1.  La  vitesse  d'un

systèmes  élastiques  continus,  il  existe  zyx  un  nombre  infini  de  u.  Définir  les  points  élastiques  n  

et  p  coïncident  quand  v'  zyxwvu  =  0.  Si  un  système  de  coordonnées  est  établi  dans
corps  B  et  pp  s'écrit  comme  la  somme  des  vecteurs  n'  et  v'  représentés  sur  la  figure  1 :

calculé.

Dans  le  cas  du  corps  rigide,  la  quantité

point  matériel  est :

La  façon  la  plus  simple  d'écrire  la  variation  est  la  suivante :

L'énergie  cinétique  vaut :

est  calculé  à  partir  de  l'Eq.

+  'SBDG
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x  v'+  BDv'.  kS(A3B  X  v')]  &I.
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Considérons  maintenant  le  problème  de  la  manipulation  de  zyx  Eq.  38  sous  une  autre  forme,  à

Cela  se  réduit  facilement  à :

démontrer  la  facilité  de  manipulation.  Avec  l'identité  de  l'Eq.  6  la  variation  
de  l'énergie  cinétique  est :

Les  termes  'S,  'S,  'S,  'S  et  "S  désignent  des  variations  dans  cinq  systèmes  de  coordonnées  
différents  pour  illustrer  que  les  termes  n'ont  pas  besoin  d'avoir  leurs  variations  calculées  
dans  le  même  système  de  coordonnées.  La  raison  pour  laquelle  on  introduirait  une  variation  
dans  certaines  coordonnées  système  autre  qu'un  référentiel  inertiel  est  qu'il  peut  être  plus  
facile  d'évaluer  les  variations  des  coordonnées  de  rotation,  en  fonction  du  problème  spécifique.

Everett :  une  algèbre  alternative  pour  les  manipulateurs  flexibles

En  utilisant  les  relations  de  l'équation.  16,  éq.  40  peut  s'écrire :
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qui  est  identique  aux  résultats  de  l'Eq.  34.

Les  techniques  énergétiques  antérieures  appliquées  aux  systèmes  non  holonomes  nécessitaient  l'introduction  

de  matrices  reliant  les  coordonnées  généralisées  dépendantes  et  indépendantes.  Le  processus  illustré  s'adapte  

aux  contraintes  non  holonomiques  en  exprimant  la  vitesse  en  termes  d'un  sous-ensemble  des  dérivées  de  
coordonnées  généralisées.  Le  sous-ensemble  choisi  doit  satisfaire  à  l'identique  toutes  les  équations  de  

contraintes  non  holonomes.  Les  variations  des  vecteurs  de  position  sont  liées  aux  dérivées  partielles  des  

vitesses,  exprimant  ainsi  une  variation  arbitraire  qui  satisfait  automatiquement  toutes  les  contraintes.

La  méthode  peut  être  utilisée  pour  dériver  les  équations  de  Kane  pour  les  systèmes  rigides,  pas  en  soi  une  

contribution  puisque  les  équations  de  Passerello-Huston  ont  vérifié  que  les  équations  de  Kane

Le  processus  démontré  dans  cet  article  est  une  méthode  alternative  pour  s'adapter  aux  systèmes  de  

coordonnées  rotatifs  et  aux  contraintes  non  holonomes  dans  les  formulations  d'équations  de  mouvement  basées  

sur  l'énergie.  Les  méthodes  d'énergie  existantes  s'adaptent  aux  coordonnées  tournantes  en  introduisant  des  

transformations  de  coordonnées  variables  pour  exprimer  l'énergie  sous  forme  de  fonctions  scalaires  dans  les  

systèmes  de  référence  inertiels.  Lorsque  les  termes  d'énergie  sont  différenciés,  les  transformées  de  coordonnées  

compliquent  la  formulation.  La  technique  ne  nécessite  pas  l'introduction  de  transformations  tant  que  les  équations  

n'ont  pas  été  obtenues.  Il  en  résulte  des  équations  qui  prennent  une  forme  simplifiée  se  prêtant  à  une  réduction  

sous  forme  fermée.

En  définissant  les  vitesses  généralisées  comme  des  fonctions  des  coordonnées  généralisées,  des  dérivées  

des  coordonnées  et  du  temps,  les  équations  résultantes  apparaissent  sous  une  forme  de  premier  ordre  idéale  
pour  l'intégration  informatique.
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