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system  es  un  caso  especial  de  este  método  alternativo.  Dos  problemas  de  ejemplo  muestran  
cómo  se  puede  aplicar  el  álgebra  a  sistemas  no  holonómicos  rígidos  y  flexibles.

ecuaciones  en  forma  simple .  El  artículo  muestra  que  el  método  de  Kane  para  cuerpos  rígidos

estratificado  Dado  que  el  método  se  basa  en  la  energía,  es  útil  para  sistemas  elásticos.  Porque  el
El  método  puede  manejar  vectores  expresados  en  relación  con  sistemas  de  coordenadas  giratorios,  noUn  medio  alternativo  zyxwvuts  para  derivar  ecuaciones  de  movimiento  de  sistemas  complejos  es  que  no  

requiere  la  introducción  de  transformaciones  de  coordenadas  y,  por  lo  tanto,  produce
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Muchas  aplicaciones  de  investigación  requieren  las  ecuaciones  dinámicas  de  movimiento  
para  los  manipuladores.  En  sistemas  complejos  de  manipulador  y  entorno,  es  necesario  
simular  de  forma  realista  el  movimiento  del  manipulador  en  su  entorno.  Los  ejemplos  típicos  
son  las  simulaciones  de  vuelo  del  transbordador  espacial  realizadas  por  la  NASA.  De  manera  
similar,  la  simulación  ayuda  al  diseño  de  sistemas  complejos.  Aunque  algunas  aplicaciones  
de  simulación  se  pueden  realizar  fuera  de  línea,  a  veces  es  necesario  simular  el  movimiento  
en  tiempo  real,  como  cuando  la  simulación  es  una  ayuda  de  capacitación  para  operadores  humanos.
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La  recursividad,  un  proceso  simple  que  utiliza  la  estructura  de  cadena  abierta  de  un  
manipulador  para  simplificar  el  cálculo,  puede  no  ser  aplicable  a  sistemas  que  no  son  
estructuras  de  cadena  abierta;  por  lo  tanto,  su  aplicabilidad  es  limitada.

Las  reducciones  de  forma  cerrada  reducen  la  complejidad  numérica  de  resolver  
ecuaciones  dinámicas.  Las  reducciones  de  forma  cerrada  generalmente  requieren  una  
experiencia  y  resistencia  considerables.  El  esfuerzo  requerido  para  la  reducción  de  forma  
cerrada  puede  variar  mucho  entre  los  métodos  usados  para  derivar  las  ecuaciones.  Por  
ejemplo,  un  método  que  produce  ecuaciones  en  términos  de  multiplicaciones  de  matrices  
(como  el  método  estándar  de  Lagrange)  es  difícil  de  reducir.  Una  técnica  que  produce  
ecuaciones  en  términos  de  operaciones  vectoriales  como  punto  y  productos  cruzados  es  
mucho  más  fácil  de  reducir  que  la  formulación  matricial.  Cualquiera  de  los  métodos  de  derivación  produce  la

Otra  aplicación  de  las  ecuaciones  dinámicas

cantidades  escalares  de  energía  de  un  sistema.  Dado  que  la  energía  cinética  es  
una  función  de  la  velocidad  absoluta,  la  presencia  de  múltiples  cuerpos  rígidos  
hace  necesaria  la  introducción  de  transformaciones  de  coordenadas.  Estas  
transformaciones  son  funciones  trigonométricas  complicadas.  Después  de  
introducir  las  transformaciones,  se  calculan  varias  derivadas  parciales  y  totales.  
La  trigonometría  hace  difícil  (si  no  imposible)  simplificar  las  ecuaciones.  Una  
ventaja  significativa  de  la  técnica  de  Lagrange  es  que  no  incluye  las  fuerzas  que  
mantienen  las  restricciones  del  sistema.

Ha  habido  muchos  intentos  de  resolver  las  ecuaciones  dinámicas  del  
manipulador  en  tiempo  real.  Algunos  investigadores  ignoran  términos  como  las  
aceleraciones  de  Coriolis  y  centrípeta.  Ignorar  los  términos  tiene  la  ventaja  de  
reducir  el  número  de  cálculos  pero  la  desventaja  de  ser  aproximado.  La  
aproximación  puede  ser  insatisfactoria  para  algunas  aplicaciones.

El  cálculo  recursivo  de  ecuaciones  dinámicas  reduce  el  tiempo  de  cálculo.

Otro  método  para  resolver  ecuaciones  dinámicas  en  tiempo  real  es  el  
procesamiento  paralelo,  una  solución  satisfactoria  para  algunos  casos,  pero  un  
gasto  de  hardware  excesivo  para  otros.

Otra  técnica  popular  utiliza  las  ecuaciones  de  Newton.  Aunque  el  método  se  puede  
derivar  de  las  ecuaciones  de  Lagrange,  las  ecuaciones  de  Newton  son  distintivas.  El  
método  generalmente  se  basa  en  ecuaciones  vectoriales  y  requiere  el  cálculo  de  la  
aceleración  absoluta.  A  diferencia  del  método  de  Lagrange,  el  kque  técnico  no  necesita  
introducir  transformaciones  de  coordenadas  desde  el  principio;  por  lo  tanto,  los  
resultados  a  menudo  se  expresan  con  puntos  vectoriales  y  productos  cruzados.  Esta  
forma  vectorial  permite  la  reducción  utilizando  las  propiedades  especiales  de  los  
productos  vectoriales.  Una  desventaja  importante  de  la  técnica  es  que  incluso  las  
fuerzas  de  restricción  deben  incluirse .

requieren  que  el  par  a  zyxwv  se  calcule  en  tiempo  real.

Como  ejemplo  de  este  concepto,  considere  algunas  de  las  técnicas  disponibles  para

debe  ser  calculado  por  las  ecuaciones  dinámicas.  Muchos  de  los  algoritmos  de  control

Las  ecuaciones  de  Lagrange.  El  método  de  Lagrange  comienza  expresando  la

control  de  manipuladores.

derivación  de  ecuaciones  de  manipuladores  rígidos  de  cadena  abierta  zyxw .  Una  técnica  es  usar

mismas  ecuaciones,  pero  cada  uno  puede  producir  las  ecuaciones  en  diferentes  formas  iniciales.

Se  han  propuesto  muchos  esquemas  de  control  para  aumentar  el  
rendimiento  de  los  manipuladores  que  requieren  el  cálculo  del  par  motor.  Par  motor
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Las  ecuaciones  de  Newton.  El  método  de  Kane  no  se  basa  en  la  energía  y  requiere  
el  cálculo  de  la  velocidad  y  la  aceleración  absolutas  como  en  el  método  de  Newton.

La  técnica  demostrada  en  este  artículo  comienza  con  conceptos  de  
energía  y  deriva  ecuaciones  de  movimiento  similares  a  las  del  método  de  Kane.  El
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Considere  un  sistema  con  zyxw  n  grados  de  libertad.  A  menudo  es  posible  definir  n

Una  ventaja  del  método  es  que  las  fuerzas  que  mantienen  las  restricciones  no

de  Thomas  Kane.*  El  método  de  Kane  (también  conocido  como  la  forma  de  Lagrange  de

Se  han  utilizado  técnicas  de  ecuaciones  de  Newton  basadas  en  vectores

Principio  de  D'Alembert)  es  una  formulación  vectorial  basada  en  una  modificación  de

Dado  que  las  ecuaciones  resultantes  están  en  forma  vectorial,  pueden  reducirse  fácilmente .

A  continuación  se  presenta  un  método  para  formular  ecuaciones  de  movimiento  
de  manipuladores  flexibles  de  cadena  abierta  que  usan  energía.  El  método  difiere  de  
las  técnicas  actuales  en  que  la  formulación  no  requiere  la  introducción  de  
transformaciones  de  coordenadas.  Esto  es  posible  mediante  la  modificación  
adecuada  de  las  derivadas  parciales  y  totales  normalmente  requeridas.  Debido  a  
que  el  método  se  basa  en  la  energía,  debería  ser  natural  para  muchos  investigadores.  
Las  condiciones  de  contorno  requeridas  surgen  durante  la  derivación  y  las  fuerzas  
que  mantienen  las  restricciones  no  entran.  Debido  a  que  el  método  está  basado  en  
vectores,  las  ecuaciones  resultantes  deberían  ser  fáciles  de  simplificar.  El  método  
es  aplicable  a  manipuladores  de  seis  grados  de  libertad,  lo  que  permite  su  uso  para  
el  control  y/o  simulación  de  manipuladores  prácticos.

z  en  la  derivada

la  equivalencia  entre  estas  técnicas  no  es  nueva.  Se  ha  demostrado  que  el

ción  de  ecuaciones  para  sistemas  flexibles.  La  aplicación  de  las  ecuaciones  de  Newton  
requiere  que  se  sumen  las  fuerzas  (tensión)  que  actúan  sobre  una  pieza  infinitesimal  del  
sistema  flexible.  Para  muchos  investigadores  que  trabajan  en  el  área  de  los  sistemas  flexibles,  
este  es  un  proceso  antinatural.

Una  tercera  técnica  popular  en  el  estudio  de  la  dinámica  de  las  naves  espaciales  es  el  método

Las  ecuaciones  de  Passerello-Huston  se  pueden  utilizar  para  calcular  las  fuerzas  de  inercia  
generalizadas  de  Kane  dada  la  energía  cinética.

ingresar;  por  lo  tanto,  hay  menos  incógnitas  que  en  el  método  de  Newton.  
Recientemente  se  demostró  la  utilidad  del  método  para  derivar  ecuaciones  
dinámicas  simplificadas.3  Aunque  a  primera  vista  el  método  parece  incómodo,  es  
poderoso  en  manos  de  un  usuario  experimentado.

variables  zyxwv  qi  que  satisfacen  todas  las  restricciones  holonómicas.  Los  qi  se  denominan  
coordenadas  generalizadas.  La  velocidad  del  punto  zyxw  P  perteneciente  al  sistema  se  puede  expresar
en  función  de  qi,  qi  y  el  tiempo  zyxw  r,  donde  qi  denota  la  derivada  temporal  de  qi.  Él

En  el  área  de  los  manipuladores  flexibles  (compatibles),  muchas  técnicas  se  basan  en  
la  energía  y  no  están  tan  desarrolladas  como  las  de  los  sistemas  rígidos.  Como  era  de  
esperar,  las  técnicas  de  energía  tratan  con  escalares  y  requieren  la  introducción  de  
transformaciones  de  coordenadas  antes  del  cálculo  de  derivadas  parciales  y  totales.  Dos  
ventajas  de  los  métodos  de  energía  son  que  las  condiciones  de  contorno  surgen  en  el  
curso  de  la  derivación  de  la  ecuación  y  las  fuerzas  que  mantienen  las  restricciones  no  son  importantes.

EQUIVALENCIA  DE  ENERGÍA  Y  ECUACIONES  DE  KANE
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Si  se  aplican  m  restricciones  no  holonómicas  simples  al  sistema,  solo  p  (p  =  n  -  m)  de  di  
e  y  son  independientes  entre  sí .  Estas  restricciones  se  pueden  expresar  como:

resolver  la  ecuacion  1  para  el

Una  vez  que  se  conocen  los  4  p  independientes  (a  partir  de  las  ecuaciones  de  
movimiento),  las  relaciones  entre  ui  y  di  y  las  restricciones  no  holonómicas  
permiten  la  solución  (integración)  para  los  n  valores  de  qi.  Las  cantidades  A,  B,  
W  y  X  son  funciones  del  tiempo  y  las  n  coordenadas  q.

que  son  funciones

El  presente  método  se  basa  en  el  principio  de  Hamilton,  que  establece  
que  la  variación  de  la  derivada  temporal  del  Lagrangiano  es  cero.  Para  
implementar  la  técnica,  es  necesario  calcular  la  variación  de  energía.  Normalmente  el

Él

Las  desventajas  son  tan  significativas  que,  aunque  el  método  de  Kane  
tiene  una  base  energética,  tiene  poco  mérito  utilizar  las  relaciones.'  En  el  
resto  del  artículo,  se  demostrará  un  método  que  permite  la  manipulación  
de  términos  de  energía  sin  las  graves  deficiencias  de  la  ecuación.  3.

velocidades.'

+  X,  para

Los  w  se  denominan  posibles  generalizados  a  di  términos.  Esto  
significa  que  la  matriz  W  no  es  singular.

Con  la  ecuación  de  Passerello-Huston.  3  uno  puede  comenzar  con  términos  de  
energía  y  llegar  a  las  ecuaciones  de  Kane.  Hay,  sin  embargo,  varios  problemas  prácticos  
a  considerar.  Primero,  porque  la  Ec.  3  requiere  que  la  energía  cinética  se  exprese  como  
una  función  escalar,  las  transformaciones  de  coordenadas  deben  introducirse  inmediatamente.

debe  ser

puede  ser  conveniente  definir  zyxw  n  cantidades  w,  qs  =  zyxwvut  r=

Las  ecuaciones  de  Passerello-Huston  para  un  sistema  no  holonómico  simple  definido  
anteriormente  son:

de  qi  y

Esto  hace  que  el  álgebra  requerida  para  calcular  las  derivadas  parciales  y  totales  sea  
excesiva.  En  segundo  lugar,  expresar  la  energía  en  términos  de  q  en  lugar  de  u  borra  
algunas  de  las  ventajas  que  ofrece  el  método  de  Kane.

donde  Ff  es  la  fuerza  de  inercia  generalizada  de  Kane  para  la  velocidad  generalizada  
y,  y  KE  es  la  energía  cinética.  También  se  ha  establecido  la  conexión  entre  la  
energía  potencial  y  la  fuerza  activa  generalizada  de  Kane.'

como:

Revista  de  robótica

zy
1
wsry ,

VARIACIONES  DE  CANTIDADES  VECTORIALES

C
norte

s  =

zy  Sistemas-1  z

di,

norte.
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como:

"e'"  es  un  vector  de  las  posibles  rotaciones  que  el  marco  R  puede  poseer  en  relación  
con  el  marco  N.  Kane  introdujo  el  vector  "e'"  al  discutir  el  desplazamiento  virtual  
compatible~~  pero  no  expuso  el  uso  de  "e'"  para  resolver  problemas  prácticos.

De  manera  similar,  las  variaciones  relativas  se  calculan  como  la  variación  en  los  
componentes  escalares  de  un  vector  expresado  en  relación  con  una  referencia  no  inercial.  
Matemáticamente  esto  es

de  ecuaciones  sin  la  introducción  de  la  transformación  de  coordenadas  requiere

Las  variaciones  relativas  y  absolutas  difieren.  Las  variaciones  relativas  suelen  ser  más  
fáciles  de  calcular,  pero  el  principio  de  Hamilton  requiere  calcular  las  variaciones  absolutas.

La  operación  de  variación  se  define  solo  para  escalares  (o  matrices),  pero  la  derivación

Algunas  de  las  definiciones  básicas  han  sido  publicadas4  y  se  revisan.

Esto  requiere  la  introducción  de  transformadas  de  coordenadas  antes  de  la  variación.

donde  tii  son  vectores  unitarios  no  coplanares  fijos  en  el  marco  de  referencia  inercial  n,  y  fi  
son  funciones  escalares.

Relacionar  variaciones  

Es  posible  relacionar  variaciones  relativas  y  absolutas^.^'^  Si  el  sistema  de  
coordenadas  R  gira  en  relación  con  el  marco  N,  las  variaciones  relativas  en  estos  
sistemas  de  coordenadas  se  relacionan  como:

En  las  técnicas  actuales  que  usan  notación  vectorial,  cada  vez  que  se  calcula  una  
variación,  los  términos  vectoriales  se  expresan  primero  en  relación  con  una  referencia  inercial.

donde  la  referencia  R  es  no  inercial  y  gi  son  funciones  escalares.

cálculo  de  variaciones  zyxw  de  vectores  expresados  en  sistemas  de  coordenadas  rotatorias.

Para  calcular  lo  que  aquí  se  define  como  la  variación  absoluta  de  un  vector,  es  
necesario  expresar  el  vector  con  componentes  a  lo  largo  de  tres  direcciones  de  
coordenadas  estacionarias  no  coplanarias  y  calcular  la  variación  en  cada  
componente  escalar.  Esto  se  puede  expresar

Everett:  un  álgebra  alternativa  para  manipuladores  flexibles

Variación  relativa

Variación  de  un  vector

1  "s3  =
zyxwv  S(fi)ZI  zy  (4)  zyxw  3  zy  1
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Diferenciación

Variación  de  una  diádica

Tiempo

de  Variaciones  zyxw  y  variación  conmutan  solo  cuando

BDB(?A

-A  -  D  A  66+  zyxwvu  (ASBGA)  x  zy  6  +  BGA  x  AS6

ASBDV  =  zyxw  Aa(AD6  +  BGA  X  @

=  BDASV  +  (

BDAS3  =  "D("S3  +  ̂ e'"  x

(7)z

558

Combinando  Ecs.  7  y  8  y  usando  Be'^  =  -

Invirtiendo  el  orden  de  aplicación  de  los  operadores,  la  Ec.  7  se  puede  
expresar  como:

i,  y  "GA  es  El  operador  'D  representa  la  diferenciación  relativa  a  la  velocidad  
angular  del  cuadro  A  como  se  ve  en  B.

y  seguir  con  la  variación  relativa  a  un  sistema  A:

Las  diádicas  tienen  propiedades  especiales5  pero  se  pueden  considerar  como  vectores  
cuyos  componentes  son  vectores.  El  producto  punto  y  cruz  se  definen  para  diádicas,  
pero  uno  debe  referirse  a  los  operadores  operando  a  la  izquierda  oa  la  derecha.  
Considere  la  variación  relativa  al  cuadro  C  de  una  diádica,  expresada  como:

zF  expresado  en

Las  operaciones  de  diferenciación  relativa  
calculadas  en  relación  con  la  misma  referencia.  Considere  un  vector

donde  Iij  es  un  escalar  y  &  y  Sj  son  vectores  unitarios  no  coplanares  fijos  en  los  
sistemas  de  coordenadas  A  y  B.  Los  vectores  A  y  5  normalmente  no  son  conmutativos.

sistema  de  coordenadas  C.  Primero  calcule  la  derivada  temporal  relativa  a  un  sistema  z  B

Una  f  diádica  se  define  como:

Revista  de  Sistemas  Robóticos  -1988

x6  _

rendimiento^:^

(9)=  AgB6A.
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y  finalmente  se  convierte  en:

Si  no  hay  restricciones  no  holonómicas,  todo  8qr  en  Eq.  16  pueden  ser  considerados

Los  componentes  también  son  vectores.  De  zyxw  Eq.  6,  ecuación.  11  se  convierte  en:

Exprese  las  coordenadas  
generalizadas  de  un  vector  de  posición

que  se  reduce  a:

La  variación  se  calcula  tratando  la  diádica  como  un  vector  cuyas  com

a

Si  n  velocidades  generalizadas  se  definen  como  en  la  ecuación.  1,  la  derivada  de  d  en  el  
marco  A  (la  velocidad  de  P  en  A)  es:

arbitrario;  por  lo  tanto,  otro  conjunto  de  variaciones  arbitrarias  Sy  puede  definirse  como:

coordenada  zyx  sistema  A  en  un  sistema  con  

n  donde  zyxwvu  Cii  son  vectores  unitarios  fijos  en  el  sistema  de  coordenadas  A,  
y  fi  son  funciones  escalares  de  las  coordenadas  generalizadas  zyxw  n  y  el  
tiempo.  La  variación  de  h  relativa  al  marco  zyxw  A  es:

Cálculo  de  la  variación  total  de  los  vectores  
3  relativos

como:

yo  =  yo
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r  =  l

s  =  lf  A,S&  para  r=p+l, ...,  zyx  n.

Restricciones  reonómicas  no  holonómicas.  Nótese  que  aunque  B  desaparece  de
ecuación  21,  contribuye  al  problema.  Las  ecuaciones  de  movimiento  son

velocidad  y.  Esta  última  sustitución  puede  ser  verificada  por  la  Ec.  17

escrito;

El  término  A  vg  es  la  velocidad  parcial  no  holonómica  de  Kane ,  como  se  demuestra  en  la  ecuación.  
20

expresó  zyxwv  como  p  ecuaciones  que  pueden  integrarse  para  la  p  independiente  u,

Ahora  considere  el  caso  de  zyx  rn  restricciones  no  holonómicas  simples  dadas  por  la  ecuación.

Observe  que  el  vector  B  no  contribuye  a  la  variación  porque  la  variación  
se  toma  instantáneamente.  Como  B  no  es  una  función  de  las  variables  y,  
no  tiene  variación.  Este  concepto  se  discute  en  Lanczos  bajo  el  tema  de

Estos  resultados  se  pueden  resumir  de  la  siguiente  manera.  Supongamos  que  la  
derivada  temporal  de  un  vector  de  posición  $  perteneciente  a  un  sistema  con  p  velocidad  
generalizada  independiente  %  se  escribe  en  función  del  %  y  del  tiempo  como  3(ul,. . . ,  
up,  r),  y  la  variación  absoluta  del  vector  Se  requiere  $  (el  desplazamiento  virtual) .  El  
desplazamiento  virtual  debe  ser  una  expresión  de  todos  los  posibles  cambios  que  el  
vector  puede  experimentar  independientemente  del  tiempo  a  la  luz  de  todas  las  restricciones  (holonómicas  y

porque  zyxwvu  W  no  es  singular.  La  ecuación  16  puede  ser  donde  A3c  es  la  velocidad  

parcial  de  Kane  del  punto  zyx  P  en  el  marco  A  para  generalizado

Sustituyendo  la  ecuación.  21  en  la  ecuación.  19  resultados  en:

(21)

(r=  1,. ..,p).  Las  ecuaciones  3  (que  contienen  B)  se  usan  para  resolver  el

2.  Sustituyendo  la  Ec.  2  en  17,  la  velocidad  se  puede  expresar:

y  restante ,  entonces  la  ecuación.  Se  integran  2  para  qr.

La  variación  de  la  Ec.  3  se  puede  expresar  como:

560

Machine Translated by Google



561

I

Problemas  de  ejemplo

Everett:  un  álgebra  alternativa  para  manipuladores  flexibles

Las  cantidades  zyxw  "e'"  se  pueden  interpretar  de  manera  similar.  Supongamos  que  la  velocidad  
angular ,  u,,,  zy  t).  Como  "e'"  es

Dos  ejemplos  demuestran  el  concepto  discutido  en  este  artículo,  un  ejemplo  
más  simple  se  puede  encontrar  en  la  Ref.  4.  El  método  se  puede  aplicar  a  
sistemas  complejos  como  un  robot  de  seis  grados  de  libertad  de  manera  similar.  
Primero  considere  el  problema  de  derivar  las  ecuaciones  de  movimiento  de  un  
manipulador  tridimensional,  de  n  enlaces,  en  lazo  abierto.  Sujete  el  marco  de  
referencia  inicial  0  al  suelo  y  los  marcos  móviles  1  a  n  se  unan  a  cada  uno  de  
los  enlaces  del  manipulador .

pi*  es  la  posición  del  centro  de  masa  del  cuerpo  i,  y  g'  es  el  vector  de  gravedad.

Note  que  las  cantidades  Si  encontradas  en  las  Ecs.  23  y  24  son  idénticos.  La  derivación  
formal  de  la  ecuación.  24  se  realiza  de  manera  similar  a  la  de  la  ecuación.  23

sistemas  holonómicos  y  en  la  ecuación.  zyxw  20  para  un  sistema  no  holonómico.

donde  zyxwv  Si  representa  una  cantidad  virtual  arbitraria  y  zyx  9  se  define  en  la  ecuación.  17  para  la  ciudad  

del  marco  zyxwv  B  relativa  a  A  se  expresa  como  A3B(~l,. . .

donde  z  es  la  diádica  de  inercia  para  el  cuerpo  i,  es  la  masa  del  cuerpo  i,  i"  es  el  centro  de  
masa  del  cuerpo  i,  y  Vi*  es  la  velocidad  absoluta.  Asumiendo  solo  la  carga  de  la  gravedad,  
la  energía  potencial  es:

Escrito  como:

no  holonómico)  impuesto  al  sistema.  Esto  se  puede  expresar  como:

¿Mediante  una  definición  adecuada  de  la  inercia  diádica?  la  energía  cinética  del  
sistema  es:

una  expresión  de  todas  las  rotaciones  posibles  del  marco  B  en  relación  con  A,  puede  ser

Restando  el  potencial  de  la  cinética  e  integrando,  se  obtiene  el  funcional  en  
el  principio  de  Hamilton:

Machine Translated by Google



z

japi*=

+  g' (jSpi*)]}  dt  =  0.  (30)
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z
+  g  9  (jSpi*)]]  dt  =  0. (29)

Diario

Suj

el  funcional  a  cero,  por  lo  que  se  debe  calcular  la  variación  de  zyx  f .  Una  forma  de  Por  

ejemplo  OS( 3'"  -  zyx  vi*)  es  el  mismo  zyx  que  'S( 6"  *  3'*).  Distribuyendo  la  variación  ya  que  los  

términos  individuales  son  vectores.  En  la  ecuación.  zy  28  el  primer  término  es

la  variación  entre  los  términos  punteados  requiere  una  observación  cuidadosa  del  marco  de

por  lo  tanto,  solo  el  vector  de  velocidad  angular  contribuye  a  la  variación.  El  término  
de  velocidad  lineal  en  la  ecuación.  28  varía  en  el  marco  de  inercia.  El  término  de  
energía  potencial  varía  en  algún  marco  j  seleccionado  arbitrariamente.  Cuando  la  
variación  se  aplica  al  vector  de  gravedad,  hay  una  contribución  porque  el  vector  no  
está  fijo  en  el  marco  j.

El  siguiente  paso  es  reducir  todas  las  variaciones  de  los  términos  derivados  en  derivadas  
de  variaciones  por  algunas  de  las  identidades  de  la  última  sección.  La  ecuación  28  se  puede  
expresar  como:

Dado  que  los  términos  de  energía  son  escalares,  las  variaciones  en  todos  los  marcos  son  idénticas.

Usando  el  teorema  de  Green,  Eq.  29  se  puede  escribir:

La  cantidad  JSpi*  es  igual  a:

hacer  esto  es:

varió  en  el  marco  i  porque  la  inercia  diádica  es  constante  en  relación  con  el  marco

Las  ecuaciones  individuales  (n  de  ellas)  se  extraen  de  la  ecuación.  30  expresando  
las  variaciones  en  función  de  n  cantidades  virtuales  arbitrarias.  Por  ejemplo,  con  n  
cantidades  uj,  como  se  discutió  en  la  última  sección,  para  que  las  velocidades  lineales  
y  angulares  del  sistema  se  puedan  expresar  como  funciones  de  posición,  tiempo  y  uj,  
"e"  se  puede  expresar  como:

Las  ecuaciones  de  movimiento  se  obtienen  estableciendo  todas  las  variaciones  arbitrarias  de
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pADpp  -  AD$  'd,,,,idt  zyx  (33)

diferentes  sistemas  de  coordenadas  para  encontrar  simplificaciones,  y  el  método  está  
basado  en  energía,  por  lo  que  es  compatible  con  muchas  otras  técnicas  para  sistemas  
elásticos.

Las  ecuaciones  resultantes  son  similares  a  las  de  la  técnica  de  Kane.  Debido  a  que  los  
términos  aparecen  en  una  forma  de  alto  nivel  que  involucra  productos  de  puntos  y  cruzados,  es

La  energía  de  B  se  puede  expresar  como

posible  manipular  los  términos  en  formas  significativamente  diferentes  antes  de  cualquier

las  simplificaciones  pueden  venir  con  una  alternativa.  Una  vez  que  se  expresan  las  variaciones,
términos  en  las  ecuaciones.  31  y  32.  Esta  elección  no  es  necesaria,  sin  embargo,  y  significativa

términos  que  multiplican  uj  y  hacen  que  la  colección  sea  cero  para  todos  los  j.

Este  ejemplo  considera  los  términos  de  energía  cinética  para  un  sistema  de  
varios  cuerpos  flexibles.  La  energía  potencial  es  fácil  de  calcular.  Dado  que  el  total

posición  absoluta  de  una  partícula  perteneciente  a  B.  La  integral  temporal  de  la  cinética

la  energía  es  meramente  la  suma  de  la  energía  de  todos  los  cuerpos,  considere  la  energía

Everett:  un  álgebra  alternativa  para  manipuladores  flexibles

El  problema  se  complica  cuando  la  variación  de  la  energía  cinética  es

contribución  de  un  solo  cuerpo  B.  Como  se  muestra  en  la  Figura  1,  sea  zy  dp  la

método  de  Kane  son  la  ventaja  del  investigador  de  manipular  la  variación  en

donde  A  es  un  marco  de  referencia  inercial.

Si  se  eligen  las  zyxwv  uj  para  que  sean  las  n  variables  conjuntas,  es  fácil  calcular  la  sed  en  

términos  de  las  zyxw  n  cantidades  zyx  uj,  las  ecuaciones  se  extraen  recopilando  todas  las  

transformaciones  de  coordenadas  necesarias  para  calcular .  Diferencias  significativas  de

Términos  de  energía  cinética  para  un  cuerpo  flexible

yo,  KEdt  =

Figura  1.  Un  solo  cuerpo  flexible .
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24.  En

La  energía  cinética  es:

z  desviación  

del  punto  zyxwv  p  como  vector  5,  y  defina  los  puntos  zy  n  en  un  cuerpo  neutro  de  modo  que

ASii  para  todo  n  es  una  función  de  un  número  finito  de  u  cantidades  independientes .  
El  en  la  Ec.  35  se  consideran  arbitrarios,  sujetos  a  condiciones  de  

contorno.  términos  Aunque  Eq.  34  es  compacto,  puede  que  no  sea  útil.  Una  forma  
alternativa  de  Eq.  34  sigue.  Nótese  la  facilidad  con  la  que  se  cambia  la  ecuación.  La  
búsqueda  de  reducciones  generalmente  requiere  expandir,  redistribuir  y  precipitar  
términos  muchas  veces,  buscando  identidades  y  términos  comunes.  Por  lo  tanto,  la  
facilidad  con  que  se  reducen  las  ecuaciones  está  relacionada  con  la  facilidad  de  su  
manipulación.

cuerpo  B  y  pp  se  escribe  como  la  suma  de  los  vectores  n'  y  v'  que  se  muestran  en  la  Figura  1:

El  término  KEN  son  los  términos  de  energía  cinética  del  cuerpo  rígido  que  existirían  si  el  
cuerpo  no  tuviera  un  desplazamiento  elástico.  La  variación  de  la  energía  cinética  se  puede  
expresar  como :

Comience  con  el  vector  de  posición  definido  como  en  la  Figura  1.  La  velocidad  de  un

sistemas  elásticos  continuos,  hay  zyx  un  número  infinito  de  u.  Defina  los  puntos  elásticos  n  y  p  

coinciden  cuando  v'  zyxwvu  =  0.  Si  se  establece  un  sistema  de  coordenadas  en

calculado

En  el  caso  de  cuerpo  rígido,  la  cantidad se  calcula  a  partir  de  la  ecuación.

punto  material  es:

La  forma  más  sencilla  de  escribir  la  variación  es:

z

+  'SBDG x  v'+  BDv'.  kS(A3B  X  v')]  &I.

Sistemas  robóticos  -1988Diario  de

(35)+  ASv'%pp  =
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Ahora  considere  el  problema  de  manipular  zyx  Eq.  38  en  otra  forma,  para

Esto  se  reduce  fácilmente  a:

demostrar  la  facilidad  de  manipulación.  Con  la  identidad  de  la  Ec.  6  la  
variación  de  la  energía  cinética  es:

Los  términos  'S,  'S,  'S,  'S  y  "S  denotan  variaciones  en  cinco  sistemas  de  coordenadas  
diferentes  para  ilustrar  que  no  es  necesario  calcular  las  variaciones  de  los  términos  en  el  
mismo  sistema  de  coordenadas.  La  razón  por  la  que  se  introduciría  una  variación  en  
alguna  coordenada  sistema  que  no  sea  un  marco  inercial  se  debe  a  que  puede  ser  más  
fácil  evaluar  las  variaciones  en  las  coordenadas  de  rotación,  dependiendo  del  problema  específico.

Everett:  un  álgebra  alternativa  para  manipuladores  flexibles

Usando  las  relaciones  en  la  Ec.  16,  ecuación.  40  se  puede  escribir:
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Las  técnicas  energéticas  anteriores  aplicadas  a  sistemas  no  holonómicos  requerían  la  introducción  de  
matrices  que  relacionaran  las  coordenadas  generalizadas  dependientes  e  independientes.  El  proceso  que  
se  muestra  acomoda  las  restricciones  no  holonómicas  al  expresar  la  velocidad  en  términos  de  un  
subconjunto  de  las  derivadas  de  coordenadas  generalizadas.  El  subconjunto  elegido  debe  satisfacer  de  

forma  idéntica  todas  las  ecuaciones  de  restricción  no  holonómicas.  La  variación  de  los  vectores  de  posición  
está  relacionada  con  las  derivadas  parciales  de  las  velocidades,  expresando  así  una  variación  arbitraria  que  
satisface  automáticamente  todas  las  restricciones.

que  es  idéntico  a  los  resultados  en  la  ecuación.  34.

El  método  se  puede  usar  para  derivar  las  ecuaciones  de  Kane  para  sistemas  rígidos,  lo  que  en  sí  mismo  
no  es  una  contribución  ya  que  las  ecuaciones  de  Passerello-Huston  verificaron  que  las  ecuaciones  de  Kane

El  proceso  demostrado  en  este  artículo  es  un  método  alternativo  para  acomodar  sistemas  de  coordenadas  
rotatorias  y  restricciones  no  holonómicas  en  formulaciones  basadas  en  energía  de  ecuaciones  de  

movimiento.  Los  métodos  de  energía  existentes  se  adaptan  a  las  coordenadas  giratorias  mediante  la  
introducción  de  transformaciones  de  coordenadas  variables  para  expresar  la  energía  como  funciones  
escalares  en  sistemas  de  referencia  inerciales.  Cuando  se  diferencian  los  términos  de  energía,  las  
transformaciones  de  coordenadas  complican  la  formulación.  La  técnica  no  requiere  la  introducción  de  
transformaciones  hasta  que  se  hayan  obtenido  las  ecuaciones.  Esto  da  como  resultado  ecuaciones  que  
asumen  una  forma  simplificada  susceptible  de  reducción  de  forma  cerrada.

Al  definir  las  velocidades  generalizadas  como  funciones  de  las  coordenadas  generalizadas,  las  derivadas  
de  las  coordenadas  y  el  tiempo,  las  ecuaciones  resultantes  aparecen  en  una  forma  de  primer  orden  ideal  
para  la  integración  informática.

tienen  las  dificultades  prácticas  asociadas  con  las  ecuaciones  de  Passerello-Huston
para  derivar  ecuaciones  usando  principios  de  energía.
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