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Abstracto

Esta tesis trata sobre la utilidad de la aplicacion de cuaterniones en la representacién de la
cinematica de robots. Comienza mostrando la relacion de los cuaterniones con los numeros
complejos mas conocidos y cdmo puede representar rotaciones en tres dimensiones. Luego, se
introducen los cuaterniones duales para representar tanto la rotacién como la traslacién
tridimensionales. Luego se usara para derivar la cinematica directa e inversa, en particular, para
el Universal Robot UR3, que es un brazo robético de 6 grados de libertad. Por ultimo, se
demostrara una aplicacion real de cuaterniones duales en la programacion de robots.
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Capitulo 1

Introduccion

El concepto de robdtica ha existido incluso durante la antigiiedad. Sin embargo, el término
“robot” se concibio recién en el siglo XX y se originé en el pais de la Republica Checa. Fue
introducido por primera vez por los checos

el dramaturgo Karel Capek en su obra “Rossum's Universal Robots (RUR)” que se estrend
en la ciudad de Praga en la década de 1920. Sin embargo, fue el hermano de Karel, Josef
Capek, quien realmente inventd el término “robot” y lo derivé de la palabra eslava “robota”
que significa trabajo subordinado o forzado [2]. La obra se volvid rapidamente influyente y
luego se agrego el término "robot" al idioma inglés y desde entonces también se ha
utilizado en ficciones y en investigaciones cientificas. En la era moderna, nos referimos a
un robot como una maquina hecha por el hombre que puede realizar trabajos e imitar
acciones realizadas por humanos. Hemos visto varias aplicaciones de robots que son mas
comunes en la industria manufacturera. La aplicacion mas avanzada de ellos serian las
exploraciones maritimas y espaciales.

Modelar un robot es donde entra en juego la cinematica del robot. Formular la cinematica
correcta de un robot es importante para analizar su comportamiento y manipularlo. Los
robots estan compuestos de articulaciones y enlaces. Los dos tipos mas comunes de
articulaciones son las articulaciones angulares y prismaticas. Estas articulaciones realizan
rotaciones y traslaciones, respectivamente. Podemos comparar las articulaciones giratorias
con las articulaciones humanas, como las articulaciones del hombro, el codo, las mufiecas
y las rodillas. Un robot también se define por sus grados de libertad. Esto corresponde a
todos los posibles movimientos de sus articulaciones. Un robot plano se describe con tres
grados de libertad. Esto se debe a que solo puede moverse en un plano.

Estos son izquierda o derecha y hacia adelante o hacia atras. El otro grado de libertad es
la rotacién que se puede realizar en un plano. Si un robot también puede hacer un
movimiento hacia arriba y hacia abajo, que es un eje de movimiento adicional, ahora tiene
cuatro grados de libertad. Si un robot también puede cambiar su pose (posicién
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Capitulo 1 Introduccion

y orientacidon) mediante la rotacién sobre otro eje en el plano, entonces también se suma
a sus grados de libertad. Estas rotaciones se conocen mas comunmente como cabeceo,
guifiada y balanceo. Si un robot puede hacer todas estas traslaciones y rotaciones,
entonces tiene el maximo de seis grados de libertad.1 La cinematica

de robots es el estudio de todos los movimientos posibles de un robot sin considerar las
fuerzas que causan estos movimientos, como se establece en [21]. y [12].

La cinematica se puede dividir en cinematica directa e inversa. Forward Kinematics
determina la pose del efector final dados los angulos de las articulaciones. Esto se puede
derivar facilmente y la solucion siempre es Unica. Sin embargo, su complemento, la
cinematica inversa, es generalmente mucho mas dificil de derivar, ya que determina los
angulos de articulacién necesarios para una determinada pose. Las ecuaciones son no
lineales y pueden tener singularidades. Aparte de esto, también pueden existir multiples
soluciones. Nuestra aplicacion implica la verificacion de estas soluciones; sin embargo,
determinar la solucion 6ptima no esta dentro del alcance del estudio.

La Cinematica del Robot se describe principalmente por la transformacion que realiza
cada una de las articulaciones del robot. Estas transformaciones se descomponen en
rotaciones y traslaciones. Una articulacion roboética solo puede realizar una traslacion,
como las articulaciones prismaticas, lo que significa que no afecta la orientacién del
efector final, solo su posicion. También hay una articulacién que puede realizar tanto como
articulaciones giratorias. Estas articulaciones no solo cambian la orientacién del efector
final sino que también pueden cambiar su posicién. Un ejemplo es si esta articulacion esta
conectada a un enlace con el efector final. Este vinculo constituye la traduccién entre este
marco conjunto y el marco del efector final. Por lo tanto, la rotacién de la articulacion

también afectara la longitud de la traslacion con respecto al marco de coordenadas de la
base, asi como la orientacion del efector final.

Para las rotaciones, hay varias formas de representarlas. Las formas mas comunes son
las matrices de rotacion, los angulos de Euler, la representacion del eje-angulo y los
cuaterniones unitarios. Este estudio se centra en los cuaterniones unitarios, lo que nos
brinda una representacion elegante y compacta de la rotacién. Mientras que una matriz
de rotacion de 3x3 necesita 9 elementos para representar una rotacion, los cuaterniones
solo necesitan 4. Sin embargo, esta representacion todavia no se usa tanto como las
transformaciones homogéneas en robética. Esto quizas por el poco conocimiento que tenemos al respecto.
Los cuaterniones son una extension de los numeros complejos. Por lo tanto, para
comprender la idea basica de los cuaterniones, primero debemos comprender el concepto
de nimeros complejos. El propésito de esta investigacion es facilitar la comprension de la
relacion entre los cuaterniones y los numeros complejos y mostrar como los cuaterniones,
mas especificamente los cuaterniones duales, pueden representar mejor las
transformaciones en el espacio tridimensional.

1Del curso edX: “Robdtica: cinematica y fundamentos matematicos” en [1]
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Capitulo 2

Numeros complejos

Antes de comenzar el estudio de los cuaterniones, necesitaremos recordar algunas
ideas basicas y algunas propiedades importantes de los nimeros complejos que
son muy beneficiosas para comprender el concepto de cuaterniones. Primero
comenzaremos explicando la razon por la cual se formularon los nimeros complejos
y luego pasaremos a describir este sistema numérico. Luego, discutiremos las
propiedades importantes de los numeros complejos definiéndolos en el sentido
algebraico y también en el sentido geométrico. !

2.1 Historia de los numeros complejos

El sistema de numeros reales R resultd de la busqueda de un sistema que incluyera
los numeros racionales y proporcionara soluciones a varias ecuaciones polindmicas.
Sin embargo, hay algunas ecuaciones polinémicas como x + 2x + 2 = 0 que no

pueden ser satisfechas por ningun nimero real x. Usando la férmula cuadratica -b

+Vb2-4acda _ _ _
%3 expresiones formales para las dos soluciones para el sistema ax2

+ bx + ¢ = 0; pero en los casos de las ecuaciones anteriores, esta formula involucra
raices cuadradas de numeros negativos que antes no estaban definidos. Para el
siglo XVI, el matematico italiano Geronimo Cardano, comenzo a considerar este tipo
de ecuaciones y enfatizo la necesidad tanto de numeros negativos como de
“nuameros complejos”. Se dio cuenta de que si estas expresiones fueran a ser
factorizadas por V -1 con la propiedad de que ¥ =1 - ¥ =1 = -1, ciertamente
satisfacian como soluciones a estas ecuaciones. Ahora usamos la designacion
ampliamente aceptaai =+ -1 para estas expresiones tales’que i = -1.

1Todos los contenidos de este capitulo, incluidas las imagenes, estan referenciados en
el libro "Analisis complejo basico" de JE Marsden y MJ Hoffman [18]
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Capitulo 2. Numeros complejos

2.2 El sistema de numeros complejos

Comenzamos definiendo un nimero complejo y explicando la regla de multiplicacion de
numeros complejos que es necesaria para comprender la multiplicacion de cuaterniones.

2.2.1 Definicion

El sistema de numeros complejos, denotado por C, es el conjunto R el plano xy 2 cual es
que consta de todos los pares ordenados (x, y) de numeros reales junto con las reglas
habituales de suma de vectores,

(x1,y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 +y2) (2'1)

y la multiplicacion escalar por un numero real a,
a(x, y) = (ax, ay) (2.2)
y con la operacion afiadida de multiplicacion compleja definida por,
(x1, y1)(x2, y2) = (x1x2 - y1y2, x1y2 + y1x2) (2.3)

Para la representacion de nimeros complejos, primero identificamos los nimeros reales x
como puntos en el eje real x e y como los puntos en el eje imaginario y donde el punto
unidad (0,1) representa i. Ahora, podemos representar un numero complejo como (X, y) =
x+iy, que es la notacion mas estandar. Por lo tanto, un solo simbolo como z = a + ib también
se puede usar para indicar un numero complejo donde Rez = a se denomina parte real e
Imz = b se denomina parte imaginaria. Por tanto, un numero real es un nimero complejo z
donde Imz =b = 0.

Si tenemos el opuesto, Rez = a = 0, entonces tenemos un numero imaginario puro. La
notacion z  C implica que z pertenece al conjunto de los niumeros complejos.

2.2.2 Multiplicacion de numeros complejos
Para derivar la regla para la multiplicacion de nimeros complejos,
(a, b)(c, d) = (ac — bd, ad + bc) (2.4)

usamos las notaciones estandar para los nimeros complejos (a, b) y (c, d), y luego aplicando
la propiedad i = -1, obtenemos: 2

(a+ib)c+id)=ac+iad +ibc+i=ac+ 2bd
i(ad + bc) + (-1)bd = ac - bd +
i(ad + bc) (2.5)

‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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2.3. Representacion graficadez C

2.3 Representaciéon graficadez  C

Como hemos dicho en la definicion, un nimero complejo también se puede considerar
como un vector bidimensional en R desde el origen hasta un punto en el plano xy

con coordenadas dadas por la parte real e imaginaria del niumero complejo. Consulte
la Figura 4.6.

Imaginary axis = t-axis
]

az=lab)=a+ib

» Real axis = x-axis

Figura 2.1: Representacion vectorialde z=a + ib con Rez=a e Imz =b.

Coordenada Polar y Representacion Exponencial. Escribimos un numero complejo
en la forma de coordenadas polares tomando la longitud r del vector (a, b) =a + ib
porr=+a+b2.Entonces, suponemds que el vector forma un angulo positivo 8 con
el eje real donde 0 < 0 < 21r. Consulte la Figura 2.2.

Y
a «+ib

rsin@

Figura 2.2: Representacion en coordenadas polares del numero complejoz=a +
ib con longitud r y angulo 0.

Por SOHCAHTOA, obtenemos que tan 8 = g dondea=rcosBOyb=rsenb,
por lo tanto tenemos,?

z=a+ib=rcos 8 +i(rsenB)=r(cos 0 +isen 6) =reid (2.6)

. . . yo _ H
2Derivamos la forma exponencial usando la formula de Euler, e = cos 0 + isen 6.
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Capitulo 2. Numeros complejos

2.4 Propiedades de los numeros complejos

En esta seccion, presentaremos todas las propiedades basicas e importantes de los
numeros complejos necesarias para la comprension de las propiedades correspondientes
de los cuaterniones.

2.4.1 Normay Argumentodez C

En la Figura 2.2, el vector que representa el nimero complejo z = a + ib tiene una longitud
r que también se puede denotar como |z| y se llama la norma de z. El calculo formal viene
dado por:

2] =V un 2 - 2.7)

El angulo 8 se llama argumento de z y se denota por argz = 6. El calculo formal viene
dado por:

segundo 6 = tan—-1—
= (2.8)

2.4.2 Complejo Conjugadodez C

Dado un nimero complejo z = a + ib, entonces ~ z, que se llama complejo conjugado de
z, se define como ~ z = a - ib. Esto se puede representar geométricamente como un
reflejo en el eje real x que se ilustra en la Figura 2.3.

Y
z=qa+ib
2]
e
-6
z=u—th

Figura 2.3: Conjugacién compleja.

Por lo tanto, en forma de coordenadas polares, el conjugado complejo también se puede
representar usando la misma magnitud pero angulo opuesto.

18
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2.4. Propiedades de los Numeros Complejos

2.4.3 Reglas algebraicas para numeros complejos

En esta seccién, mostraremos que todas las reglas algebraicas habituales en la manipulacion de
numeros reales también se pueden aplicar a nimeros complejos.

Reglas de adicion

Los numeros complejos z y w satisfacen las siguientes reglas de suma:

1.z+w=w+z

2.z+(w+s)=(z+w)+s

3.z+0=z

4.2+ (-2)=0

Reglas de multiplicacion

Los numeros complejos z y w satisfacen las siguientes reglas de multiplicacion:

1.zw =wz

2. (zw)s = z(ws)

3.1z=z

4.2z -1)=1paraz=0
"=z =
Podemos resolver para el inverso multiplicativo z -1 un +ib' por:

) a -b
un —_ yB —_ (2.9)

2
un - +segundo2 un -+ segundo2

Por tanto, para z = a + ib = 0, podemos escribir:

2 a . ib

- 2 2 (2.10)

un 4 segundo2 un 4 segundo2

Ley distributiva
Los numeros complejos z, w y s satisfacen las siguientes reglas de distribucion,
zZ(w+s)=zw +2zs (2.11)

Es importante sefialar aqui que, al igual que los numeros reales, los numeros complejos también
satisfacen las propiedades asociativas, conmutativas y distributivas de la suma y la multiplicacion.
Compararemos este caso con el caso de las operaciones de cuaterniones que se discutira en el

proéximo capitulo.
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Capitulo 2. Numeros complejos

2.4.4 Suma de Numeros Complejos

Podemos ilustrar la suma de nimeros complejos como la suma de vectores
bidimensionales que representan los dos nimeros complejos. Esta operacion se ilustra
en la Figura 2.4.

(3+28)+(1 +3i}=4+5i

Figura 2.4: Suma de nimeros complejos 3 + 2iy 1 + 3i.

La misma representacién también se puede usar para la resta de niUmeros complejos
donde también se puede usar la suma sumando el primer vector al reflejo en el origen
del otro vector.

2.4.5 Multiplicacion de Numeros Complejos

Representar un nimero complejo en coordenadas polares o en forma exponencial ayuda
a comprender el producto de dos nimeros complejos en el sentido geométrico.
Si hacemos que z1 =r1(cos 61 + isen 81) y z2 = r2(cos 62 + isen 62), tenemos,

z1z2 = r1(cos 61 + isen B1) - r2(cos 62 + isen 62) =

rir2[(cos 61 - cos 82 — sen 61 - sen 62) + i(cos 61 - sen B2 + cos 62 - sen 61) ]

=r1r2[cos(61 + 82) + isin(B1 + 62)] = r1r2e (2.12) i(01+62)

Tenga en cuenta que aplicamos las siguientes formulas trigonométricas para la suma y
diferencia de los productos de los cosenos y senos de los angulos:

cos(81 + 62) = cos 81 cos 62 — sen 61 sen 62 (2.13)
sen(61 + 62) = cosB1 sen 62 + cos 62 sen 01 (2.14)

20
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2.4. Propiedades de los Numeros Complejos

Proposicion. Para cualquier nimero complejo z1 y z2, proponemos que,

[z1z2| = |z1| - |z2| y arg(z1z2) = argz1 + argz2(mod21T) (2.15)
Esto significa que el producto de dos nimeros complejos es un nimero complejo que
tiene una longitud igual a los productos de las longitudes de los dos numeros complejos

que se multiplicaron y tiene un argumento igual a la suma de los argumentos de esos dos
numeros complejos. Este producto se puede ilustrar en la Figura 2.5 y un ejemplo en 2.6.

o X

Figura 2.5: Multiplicacion de nimeros complejos z1 y z2.

Figura 2.6: Multiplicacion de numeros complejos -1y —i.

21
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Capitulo 2. Numeros complejos

2.5 Rotaciones en el Plano Complejo

La multiplicacion de numeros complejos también se puede analizar mediante una
aplicacion yz que representa la multiplicacion por z tal que wz : C — C y esta definida
por wz(w) = wz. Por la proposicion, el efecto de este mapa es rotar un nimero
complejo w un angulo que es igual a arg z en la direccién contraria a las manecillas
del reloj y estirar su longitud por el factor |z|. Esto se puede ver en la Figura 2.7 y
también en el ejemplo anterior de la Figura 2.6.

Figura 2.7: Multiplicacién de wz donde z = i.

En el proximo capitulo, comenzaremos con la discusion de los cuaterniones y como
su multiplicacion también puede representar rotaciones en tres dimensiones.

22
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Capitulo 3

cuaterniones

Este capitulo se ocupa de la discusion principal de los cuaterniones y sus propiedades
basicas. Comenzamos detallando el dramatico descubrimiento de los cuaterniones y como
ha sacudido el mundo de las matematicas durante su tiempo. Luego, procederemos
con la definicién y las propiedades importantes de los cuaterniones que

nos dara una comprension basica de este sistema numérico. también es importante
para mostrar como los cuaterniones pueden representar rotaciones en tres dimensiones y
como se relaciona con otras representaciones de rotacion. Por ultimo, estaremos discutiendo
sobre los cuaterniones duales y su uso en robdtica.

3.1 Historia de los cuaterniones

Como hemos visto en el capitulo anterior, los nimeros complejos modelan el
espacio bidimensional al tener una parte real e imaginaria que corresponde

al plano xy en el que la multiplicacién y suma de estos numeros todavia

ocurrir en el mismo espacio. Durante afios, el matematico irlandés Willian Rowan
Hamilton habia estado tratando de modelar un espacio tridimensional que tiene este
misma estructura. Estaba tratando de representarlo con un real y bidimensional
parte imaginaria pero no satisfacia la estructura que queria lograr.

Su hijo, William Edward Hamilton, a menudo le preguntaba sobre su progreso.

en la multiplicacion de tripletes a lo que responderia que sélo puede sumar

o restarlos pero nunca multiplicarlos. [24]

El acto mas famoso de vandalismo matemético. el avance

llegé el dia 16 de octubre de 1843 mientras Hamilton caminaba por el

Brougham Bridge (ahora Broom Bridge) en Dublin. Tuvo un destello de perspicacia
y no pudo evitar tallar en el puente las siguientes ecuaciones:

i2_2=k2_

" =] j=-1 (3.1)
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En su diario [10], Hamilton detall6 este momento con el siguiente escrito:

“El dia 16 de octubre, que resultd ser un lunes y un dia del Consejo de la Real
Academia Irlandesa, entraba para asistir a una presidencia, y tu madre caminaba
conmigo, a lo largo del Canal Real, al que ella tal vez habia conducido; y aunque ella
hablaba conmigo de vez en cuando, sin embargo, una corriente subterranea de
pensamiento pasaba por mi mente, lo que finalmente dio un resultado, del cual no es
exagerado decir que senti de inmediato la importancia. Un circuito eléctrico parecié
cerrarse; y una chispa brillo, el heraldo (como previ, inmediatamente) de muchos largos
afios por venir de pensamiento y trabajo definitivamente dirigidos, por mi mismo si se
me perdonara, y en todo caso por parte de los demas, si se me permitiera siquiera
hacerlo. vivir lo suficientemente claramente como para comunicar el descubrimiento.
Tampoco pude resistir el impulso -por poco filoséfico que haya sido- de cortar con un
cuchillo en una piedra del puente Brougham, al pasar, la férmula fundamental con los
simbolos i, j, k; es decir, 2 i = = ijk = =1 que contiene la Solucion del Problema.”

2 2=k

Su descubrimiento de estas leyes de la multiplicaciéon fue también un momento decisivo
en la historia del algebra. En ese momento, se dio cuenta de que se necesitaba una
cuarta dimension y luego acufo el término cuaternion para representar el espacio real
ocupado por los elementos 1, i, j y k sujetos a las leyes de multiplicacion anteriores.

Sus tallas se han desgastado con el tiempo, pero se coloco una placa en el puente para
reemplazarlo y conmemorar el descubrimiento en la historia de las matematicas.

(lian

0 Ot |

Figura 3.1: Un retrato de Sir William Rowan Figura 3.2: Placa conmemorativa del
Hamilton1 descubrimiento de los cuaterniones.2
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12Segun las palabras exactas de Hamilton [10],

“Un Cuaternién puede definirse simbdlicamente como una Expresion Cuadrinomial
de la forma, q = w +ix + jy + kz en la que w, X, y, z son cuatro escalares o cantidades
algebraicas ordinarias, mientras que i, j y k son tres nuevos simbolos que obedecen todas
las leyes contenidas en la férmula anterior y por lo tanto no estan sujetos a todas las reglas
usuales del algebra.”

Hamilton definié los cuaterniones como un cociente de dos vectores. Los cuaterniones,
que son un sistema de nimeros que no satisfacen la regla conmutativa habitual de la
multiplicacion, inevitablemente encontraron cierta resistencia en el mundo matematico
cuando fue descubierto y explicado por primera vez por Hamilton. La rivalidad entre los
que prefieren los cuaterniones y los que prefieren los vectores como notaciones fisicas
estallé en una guerra entre los que se pusieron del lado de los cuaterniones y los que se
pusieron del lado de la notacion vectorial, y algunos incluso se refirieron a los cuaterniones
como el mal puro.

Con la introduccién de los cuaterniones, abrié nuevas posibilidades algebraicas, como el
redescubrimiento de octavas u octoniones, un algebra en octavas dimensiones, de John
T. Graves realizada mediante la generalizacién exitosa de cuaterniones. Otro resultado
bien conocido de los cuaterniones son sus generalizaciones a dimensiones superiores por
parte de William Clifford, quien desarrollé una forma de construir algebras a partir de
formas cuadraticas, por lo que los cuaterniones de Hamilton surgen como esta algebra,
mas conocida como Algebra de Clifford.

Desde mediados de la década de 1880, los cuaterniones comenzaron a ser desplazados

por el analisis vectorial que describia los mismos fendmenos que los cuaterniones, pero
conceptualmente mas simple y notacionalmente mas limpio. Sin embargo, los cuaterniones
tuvieron un resurgimiento desde finales del siglo XX debido a su utilidad para describir
rotaciones espaciales. Esto se debe a que los cuaterniones brindan una forma elegante

de describir y calcular rotaciones que es compacta y computacionalmente mas eficiente y

evita el bloqueo de cardan que ocurre cuando se pierde un grado de libertad cuando se

aplican ciertas rotaciones. Euler Angles, en particular, es susceptible a este problema mecanico.

Por estas razones, los cuaterniones todavia se utilizan en graficos por computadora, vision
por computadora, robdtica, teoria de control, procesamiento de sefales, control de actitud,
mecanica cuantica y muchos otros campos que implican trabajar en un espacio
tridimensional.

1https://en.wikipedia.org/wiki/William Rowan Hamilton
2http://www.irelandtravelkit.com/broome-bridge-and-sir-hamiltons-eureka-moment
cabra-co-dublin/broombridge-plaque-bdolan- 2010-800-etiqueta/
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3.2 El sistema numeérico de cuaterniones

Comenzamos con la definicion de cuaternion y sus leyes de multiplicacion expandidas como
también se establece en [13].

3.2.1 Definicion

Los cuaterniones es el conjunto definido como,

H={w+ix+jy+kz|w,x,y,z R} (3.2)

que es el conjunto formado por todos los nimeros que pueden estar en la forma,

g =w +ix + jy + kz donde (3.3)

W, X, Y ¥ Z son numeros reales e i, j y k son lo que llamamos las unidades fundamentales de
cuaterniones que representan las tres dimensiones imaginarias.

3.2.2 Representaciones de cuaterniones

Forma cuaternaria estandar. Un cuaternion generalmente se representa usando su forma
cuaternaria estandar escrita como,

q=90 +qli+qg2j+q3k (3.4)

en la que todas las variables corresponden a las mismas interpretaciones que en la definicion.

Forma escalar y vectorial. Ademas de la forma estandar, un cuaterniéon también puede
describirse como una parte escalar y una parte vectorial, donde en el caso anterior, la parte del
cuaternioén, q1i + g2j + g3k , representa la parte vectorial y q0 la parte escalar. Esto se puede
representar en la llamada forma vectorial escalar escrita como,

q=(q0, q) (3.5)

donde g0 se denomina parte escalar y el vector q representa el vector tridimensional formado
por la parte imaginaria del cuaternion y se denomina parte vectorial.

Un cuaternion sin parte real se llama cuaternién puro o cuaternion vectorial y un cuaternion sin
partes imaginarias es entonces equivalente a su numero real correspondiente, lo que implica
que los numeros reales y complejos son un subconjunto de los cuaterniones. (R C  H))
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3.2.3 Leyes de multiplicacion de cuaterniones

Estas unidades de cuaternion i, j y k, como se indicé antes, satisfacen lo siguiente
regla de multiplicacion:

Wo=j22=k =1 (3.6)

qgue se expande a las siguientes leyes de multiplicacion:

ij = k = —ji (3.7)
jk=i=-kj (3.8)
ki=j=-ik (3.9)
Estas leyes se resumen en la Tabla 4.1.
[l I I I TS

T 11 ik

F =1k -

jj k-1 yo

kkj =i =11

Tabla 3.1: Tabla de multiplicacién de cuaterniones

Estos también se pueden visualizar en el diagrama que se muestra en la Figura 3.33

()
OO

Figura 3.3: Diagrama de multiplicacién de cuaterniones

Como podemos ver en la tabla y el diagrama de arriba, la multiplicacion de los
las unidades de cuaternién no son conmutativas (ij = ji). Si la multiplicacion de estos
unidades van contra el flujo en el diagrama, el producto sera el negativo de
el producto correspondiente en el flujo normal. Esto se entendera mas
claramente una vez que hemos discutido la representacion de rotaciones por cuaterniones.

3http://hforsten.com/quaternion-roots-of-modern-vector-calculus.html
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3.3 Propiedades de los cuaterniones

En esta seccion, presentaremos todas las propiedades basicas e importantes de un
cuaternion dadas como q = q0 + q1i + g2j + g3k como también se establece en [17].

3.3.1 Conjugado de cuaterniones

El cuaternién conjugado de g se obtiene negando su parte vectorial que se muestra como,

q =90-91i-92j-qg3k=(q0, —-q) (3.10)

3.3.2 Norma de un cuaternion

La norma del cuaternién, también llamada magnitud, es la longitud del cuaternion
desde el origen. Se define por:

— 2 2 2 2
lall=vYqa =q 0+q1+q2+q3 (3.11)

3.3.3 Unidad Cuaternion

Un cuaternion se llama cuaternion unitario si tiene una norma de 1, es decir,

2 2 2 _
lal=q o+q1+q2+q3 =1 (3.12)

Normalizacion. Cualquier cuaternion se puede normalizar para transformarlo en una
unidad de cuaternion. Esto se hace dividiendo el cuaternién por su magnitud o norma,
como por ejemplo:

. q _ a0+qli+qg2j+q3k

q_ 2 7 2 (3.13)
= lql 2q0+q 1+q 2 +q 3

3.3.4 Inverso de un cuaternion

El inverso (reciproco) de un cuaternion se puede calcular mediante,

_ q _ 90-q1i-92j-q3k2+q3
“q_ T = (3.14)
llalf2 2q02+q12+q2

Esto se puede verificar usando la definicion de la norma, (|[ql2 =qq ),

q _
Q-1=q — — =q —_ =1

(3.15)
llal[2 qqq
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3.3.5 Suma y resta de cuaterniones

La suma de cuaterniones sigue la misma regla que en los numeros complejos que se realiza

por componentes. Si consideramos el cuaternion q dado y otro cuaterniéon p dado como,
4

p =p0 + pli+ p2j + p3k (3.16)
Entonces su suma esta dada por,
p+4q=(p0+q0)+(p1+ql)i+(p2+q92)j+ (p3 +q3)k (3.17)

La misma regla también se aplica a la resta de cuaterniones tales que, (3.18)

p-q=(p0—-q0)+ (p1-ql)i +(p2 - q2)j + (p3 - g3)k

3.3.6 Multiplicacion y division de cuaterniones

El producto de dos cuaterniones tiene que satisfacer las leyes fundamentales que se
enunciaron al principio junto con su propiedad de no conmutatividad para la multiplicacion.
Asi, el producto de los cuaterniones p y q viene dado por,
pq = (PO + p1i + p2j + p3k)(q0 + q1i + g2j + q3k) (3.19)
=p0q0 + (p0q1 + p1q0)i + (p0q2 + p2q0); + (p0g3 + p3q0)k
+(p192)ij + (p2q1)ji + (p2q3)jk + (p3q2)kj + (p3q1)ki + (p1q3)ik + (p1q1)i =
pOQO+  +(p2q2)j  + (p3a3)k
(POg1 + p1q0)i + (p0g2 + p2q0) j + (p0g3 + p3qO)k + (p1q2)(k) +
(P291)(=k) + (p293)(i) + (p3G2)(-i) + (P3q1)() + (P1a3)( —j) + (P1q1)(-1) + (p292)(-1) +
(P3g3)(-1) = p0q0 - p1q1 - p2q2 - p3q3 +
(POq1 + p1q0 + p2q3 - p3q2)i
+(p0g2 + p2q0 + p3q1 - p193)j + (POg3 + p3q0 + p192 - p2q1)k

Esta es una forma complicada de tomar el producto de dos cuaterniones. Hay una manera
mucho mas simple que consiste en usar la forma escalar y vectorial de un cuaternién y
aplicar el producto punto y cruz para los vectores. Esto se hace de la siguiente manera, pq =

(PO, p)qO0, q) = p0q0
—p-q+p0g+q0p+pxq(3.20)

Para la division entre cuaterniones, esto se puede hacer tomando el inverso multiplicativo
del divisor tal que,

— =pg-1 (3.21)

y aplicando el método anterior para la multiplicacion de dos cuaterniones.

4Esta suma y multiplicacion de cuaterniones se hace referencia a partir de [6]
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3.3.7 Propiedades resumidas de los cuaterniones

Aqui se enumeran las propiedades resumidas de los cuaterniones.

Propiedades de adicion
Los cuaterniones q, p y r satisfacen las siguientes propiedades de adicién:
Cierre:p+q H
* Asociatividad: p+ (q+r)=(p+q)+r
» Conmutatividad: p+q=q+p
*ldentidad:p+0=0+p=p
*Suma: p +q = (p0 + q0) + (p1 + g1)i + (p2 + g2)j + (p3 + q3)k

* Diferencia: p — q = (p0 - q0) + (p1 - q1)i + (P2 - g2)j + (p3 - g3)k

Propiedades de multiplicacion
Los cuaterniones q, p y r satisfacen las siguientes propiedades de multiplicacion:
*Cierre:pq H
+ Asociatividad: (pg)r = p(qr)
* No conmutatividad: pq = gp
* Distributividad: p(q + r) = pq + pr

- Htalque qg-1=q-1q=1

* Inversa: Siq =0 entonces q
* Producto: pg=p0g0 -p-q+p0g+q0p+p xq
* Divisién: p/q = pg—1

Conjugado:q =q90-q1i-qg2j-qg3k

Norma: |jgl| = q 2+q 2+q 2+q 2
Unidad Cuaternion: |jg||=1y p =0, |pl| —=- es un cuaternién unidad
Inversa: g—1 = entone@s-para un cuaternién unitariou, u |jg|l2, ~' =tu

Producto escalar: q - p = q0p0 + q1p1 + q2p2 + q3p3
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3.4 Rotaciones 3D usando cuaterniones

En esta secciéon mostraremos cémo los cuaterniones unitarios son capaces de

representar rotaciones en tres dimensiones y su relaciéon con otras representaciones de
rotaciones. °

3.4.1 Representaciones de rotacion 3D

El concepto de expresar una rotacion en tres dimensiones como formulacién matematica
se extiende a la mecanica clasica, donde la cinematica rotacional es la ciencia que

describe el movimiento puramente rotacional de un objeto con numeros.

Segun el teorema de rotacion de Euler, un desplazamiento general de un cuerpo rigido
con un punto fijo se describe mediante una rotacion alrededor de un eje. Ademas, esta
rotacion puede describirse de forma Unica mediante un minimo de tres parametros. Hay
varias formas de representar rotaciones 3D y algunas necesitan mas de tres parametros,
incluso si todas ellas solo tienen tres grados de libertad. Las representaciones de rotacion
mas utilizadas se detallan aqui y se analizan cada una.

Representacion de matriz de rotacion

Sabemos que las rotaciones bidimensionales se pueden representar mediante la matriz,

cos B -sen O

- sen 6 cos O (3.22)

donde 8 es el angulo de rotacion sobre el origen. Tener un solo parametro de angulo
también implica que las rotaciones del plano solo tienen un grado de libertad.

En tres dimensiones, estamos tratando con rotaciones en los ejes principales x, y y z.
Rotar sobre el eje x corresponde a una rotacion en el plano yz.

Por otro lado, girar sobre el eje y corresponde a una rotacién en el plano xz y girar sobre
el eje z corresponde a una rotacién en el plano xy.

Estas rotaciones estan representadas por las siguientes matrices,

10
00cosB-senb (3.23)
OsenBcosH

prescripcion =

5Esta subseccion es una compilacion de contenidos de las siguientes fuentes: [5][6][8][9][17]
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cos00senb1

Ry = 0 (3.24)
0-senB0cosH

cosB-senB0
Rz= senBcosB0 (3.25)
0 0 1

En general, si consideramos un cuerpo rigido con tres vectores unitarios ortogonales fijados
a él (también denominado base). Especificar las coordenadas de esta base en su posicion
rotada actual en términos de los ejes de coordenadas no rotados de referencia describira la
rotacion que se le aplica. Estos tres vectores unitarios r1, r2 y r3, que constan de 3
coordenadas cada uno, dan un total de 9 parametros. Estos parametros forman una matriz de
3x3 que se denomina matriz de rotacion.

Los elementos de una matriz de rotacion se definen como sigue:

R=r1r2r3 (3.26)
r11ri2r13
r21r22r23 (3.27)
r31r32r33

Una matriz de rotacion tiene las siguientes propiedades especiales:

1. Las columnas de una matriz de rotacion son vectores unitarios ortogonales.
2. Las filas de una matriz de rotacion también son vectores unitarios ortogonales.

3. La transpuesta de una matriz de rotacion es su inversa, RT = R-1 . De este modo,
RRT=RTR =1.

4. El determinante de una matriz de rotacion es +1.

Se logra una rotacion tridimensional general al combinar estas matrices de rotacion en una
sola matriz al realizar la multiplicacion de matrices. Dado que la multiplicacion de matrices no
es conmutativa, es importante tener en cuenta el orden de las rotaciones, como por ejemplo,

RxRyRz = RzRyRx (3.28)

Esto implica que rotar primero sobre el eje X, luego sobre el eje y y luego sobre el eje z no
produce la misma rotacién que rotar primero sobre el eje z, luego sobre el eje y y luego sobre
el eje x. Esta propiedad concuerda en que las rotaciones tampoco son conmutativas. La
matriz final tendra tres parametros de angulo de cada matriz de rotacion que corresponde a
tener tres grados de libertad (estos parametros de angulo a menudo se denominan angulos
de Euler [o, 6, y]).
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Realizar una multiplicacion matriz-vector entre la matriz de rotacién y un vector en el espacio
da como resultado una rotacion de ese vector en el espacio mientras se conserva su
longitud. Esto se puede expresar como:

'z =Rz (3.29)
‘21 _ r1r12r13 z1
22 r21r22 r23 z2
23 r31r32r33 z3

donde z ' g5 el vector z rotado por la matriz de rotacion R.

La capacidad de combinar varias rotaciones en una sola matriz y la facilidad de aplicar la
rotacion a un vector hace que la matriz de rotacién sea una forma util y popular de
representar rotaciones, incluso si es menos precisa que otras representaciones.

Representacion de los angulos de Euler

Euler Angles es histéricamente la representacion de rotacion mas popular donde una
rotacion general se describe como una secuencia de rotaciones alrededor de tres ejes de
coordenadas ortogonales, a saber, los ejes x, y y z. La idea detras de los angulos de Euler
es dividir una rotacioén en tres rotaciones mas simples [, 6, W] correspondientes a las
rotaciones en los ejes principales y comunmente denominadas cabeceo, guifiada y balanceo.

La definicidon de los angulos de Euler no es Unica y las convenciones dependen del marco
de referencia, los ejes y la secuencia sobre cémo se aplican las rotaciones. Por lo tanto,
para un marco de referencia global, una rotacién de ¢ en el eje x seguida de una rotacién
de 6 en el eje y fijo, y luego una rotacion de y en el eje z fijo se puede representar en la
matriz de rotacion forma premultiplicando las rotaciones sucesivas (para el marco de
referencia local, se realiza la multiplicacion posterior). Esto se puede expresar como: Rxyz
= Rz(w)Ry(B)Rx(¢p) cos y —sin y 0

(3.30)
cos00senB610 1 0
= senycosyO 0Ocosop-senq
0 0 1 0-senB0cos b Osen(pcos(p

Los angulos de Euler se convirtieron en la forma mas comun de representar la rotacion de
un cuerpo rigido en un espacio tridimensional, ya que es la mas facil de usar y comprender.
Sin embargo, las principales desventajas de los angulos de Euler, como ser susceptibles

al bloqueo de cardan y la baja precision en la integracion de cambios incrementales con el
tiempo, llevaron a los investigadores a utilizar otras representaciones de rotacién, como
cuaterniones unitarios, como una forma de representar rotaciones de manera efectiva.
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Representacion eje-angulo

El teorema de rotacién de Euler implica que cualquier rotacién puede expresarse como una
sola rotacion alrededor de algun eje. Por lo tanto, una expresion mas generalizada de una
rotacion es la representacion del eje-angulo que se expresa simplemente como,

-
rot(n, 8) , donde n = nx ny nz y6 R (3.31)

El eje de rotacion n se define como cualquier vector unitario en el espacio tridimensional que
no cambia con la rotacion, y el angulo 6 representa la cantidad de rotacion alrededor de este
eje que sigue la regla de la mano derecha para determinar la direccion positiva de la rotacion. .

Para rotar un vector za z usando la representacion eje-angulo, aplicamos el
Formula de rotacion de Rodrigues definida como,

'Z =zcosB+n(n-z)1-cosB)+(zxn)senB (3.32)

Tenga en cuenta que si el eje no es uno de los ejes principales, suele ser dificil identificar el
eje de rotacion. Ademas, combinar dos rotaciones sucesivas representadas por un eje-angulo
no es sencillo y es mejor emplear la matriz de rotacién o la multiplicacion de cuaterniones para
obtener la rotacion final y luego convertirla a la representacion del eje-angulo.

Unidad Cuaternion Representacion

Un cuaternion unidad q = q0 + g1i + g2j + g3k se define como un cuaterniéon con norma unitaria
tal que,

2 —
lall=q  02+q2+g2+q =1 (3.33)

La representacion de una rotacién por un cuaternién unitario generalmente se realiza
convirtiendo otras representaciones de rotacién en cuaterniones y normalizandolas. Para una
representacion de eje-angulo rot(n, 8) donde el eje de rotacion viene dado por un vector unitario
n y el angulo de rotacion viene dado por 6, su representacion de cuaternion equivalente se
formula como,

q = porque E Ppecado E n = porque E * pecado 5 [nxi + nyj + nzk] (3.34)
Es importante notar que q y —g son equivalentes a la misma rotacion incluso si sus

representaciones de eje-angulo son diferentes. Esto se debe al hecho de que girar un angulo
0 alrededor de un eje n es lo mismo que girar un angulo de 21 - 6 alrededor del eje —n.
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Para secuencias de rotaciones que estan representadas por multiples cuaterniones, derivar la
rotacion final del cuaternion es tan simple como con las matrices de rotacion.

Si nos dan una secuencia de rotaciones de cuaterniones q1, g2, ..., gn, la rotacién final gF se
calcula simplemente obteniendo el producto de los cuaterniones anotando el orden de rotacion y el
tipo de marco de referencia.

Asi, para un marco de referencia local, tenemos,

qF =q1qg2..gn (3.35)

Para rotar un vector tridimensional p a p por q, el vector inicial p se representa primero como un
cuaternion puro que tiene solo su parte vectorial como parte imaginaria y parte real cero. Para
obtener p se aplica lo siguiente al vector inicial p:

we =qpg—1, donde q -1 eselinversodeq (3.36)

Como ejemplo, tenemos la siguiente rotacion ilustrada en la Figura 3.4 donde queremos rotar el

vector que representa el punto (2,1,1) a lo largo del eje z, rot(z, 90 ). Luego, el vector rotado se

las determina usando la formula anterior por 90° y aplicando las reglas de multiplicacion de
unidades de cuaternion i, j y k. Esto dara lugar a otro cuaternion puro que luego representa el

vector rotado.

pags=0211=2i
A +j+k (3.37)

q=porque 96— OOpecado go—
_ 2 _ 2
V2 V2
2

—}

(3.38)

-1q_ =Porque g 00-pecado  gp—
o 2
V2

2 _
N
= - 2
Y 5 (3.39)

Figura 3.4: Rotacion del vector
(2,1,1) de [22]

o’ =qpg—1 = —i + 2j + k (3.40)

Por lo tanto, las coordenadas del vector (2,1,1) girado 90° a lo largo del eje z son (-1,2,1).
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3.4.2 Conversiones de cuaterniones

Al tratar con cuaterniones unitarios, es necesario aprender a convertir otras
representaciones de rotacion en cuaterniones unitarios y viceversa. En este estudio,
restringimos nuestras conversiones solo a lo que usaremos para derivar la cinematica
del robot aplicando el concepto de cuaterniones. 6

Unidad Cuaternién = Matriz de Rotacion

La conversién de un cuaternién q = q0+q1i+q2j+q3k a una matriz de rotacion
R viene dado por la siguiente matriz,

2 2 2
qo +q i -q2 -93 29192 +2q0q3 2q1q3 - 29092 24293
22q9-q 22+q-
R(q) := 29192 - 29093 29193 01 q3 2 2+2q0q12 , (3.41)
+240q2 24293 - 2q0q1 q0 —q1 -q2 +q

Cada elemento de la matriz R se denota por rij parai,j 1,2, 3.

Unidad Cuaternion = Matriz de Rotacion

Para obtener el mapeo inverso, al inspeccionar la relacion de los elementos de R con los coeficientes de cuaterniones (q0, q1, g2,

q3) se obtendran cuatro mapeos inversos diferentes. Algunas de estas asignaciones produciran resultados complejos.

Por lo tanto, usamos las siguientes condiciones (dependiendo de los parametros de R)
para determinar qué mapeo usar:

a) Sir22 > -r33, r11 > -r22, r11 > -r33, entonces,

(1+r11+r22+7r33)

QR =2 1 (23 -r32)/(1 + 111 + r22 + 133)
(r31 = r13)/(1 + r11 + r22 + r33)

(r12 = r21)/(1 + r11 + r22 + r33)

~

(3.42)

Nl= N =]

b) Sir22 < -r33, r11 > r22, r11 > r33, entonces,

(r23 - r32)/(1 + 111 - r22 =133 ) (1 2

1

+r11-122-133) 2
1R = 5 r1 - r22 - r33) ) (3.43)
(r12 +r21)/(1 + r11 - r22 - r33) i

(r31 +r13)/(1 +r11 - r22 - r33) 2

~N

8En nuestra aplicacion, usamos particularmente las conversiones de la matriz de rotacion y la
representacion del eje-angulo a la unidad de cuaterniones.
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c) Sir22 >r33, r11 <r22, r11 < -r33, entonces,

(r31 - r13)/(1 - r11 + r22 - r33) "
T or2+r21)(1-r11+122-r33)

R)=2 N 3.44
aR) (1-r11+r22-r33) ™ ( )
(r23 +r32)/(1 -r11+r22-r33)
d) Sir22 <r33, r11 < -r22, r11 <r33, entonces,
(r12 -r21)/(1 - r11 - r22 + r33) "
1 1+113)(1 - r11 - 122 + 2
qR)=2 ~ (r31+r13)/(1 -r r r33) (3.45)

(r23 +r32)/[(1 - r11-r22+133)
(1-r11-r22+133) *

Elegir entre estas asignaciones ayuda a reducir la inexactitud al evitar situaciones
en las que el denominador es cercano a cero.
Unidad Cuaternién = Eje-Angulo

El cuaternién g equivalente de una rotacion 8 alrededor de un vector unitario n en un
espacio tridimensional representado por el eje-angulo rot(n, 8) se define como,

8
2

q(®, n) := (cos( ) n pecado(3) (3.46)

Tenga en cuenta que solo estamos considerando vectores unitarios, [|n|| = 1, en esta conversion.

Unidad Cuaternién =  Eje-Angulo

Para el mapeo inverso de la unidad cuaternién q a la representacion eje—éngu_ll_o rot(n, 8), primero consideramos q =

q1 g2 g3 que es la parte vectorial de g. La representacién del eje-angulo se puede calcular mediante:

6 = 2 arccos(q0) (3.47)
norte = — 1 (3.48)
liall

Por lo tanto, el angulo de rotacion 8 puede calcularse facilmente a partir del primer
término del cuaternion unitario dado, mientras que el eje de rotacion n puede derivarse
simplemente normalizando la parte vectorial (parte imaginaria) del cuaternién unitario.
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3.5 Cuaterniones duales

Los cuaterniones pueden representar rotaciones tridimensionales como hemos visto en la
discusién anterior. Sin embargo, cuando se trata de transformaciones en tres dimensiones,
también podria haber desplazamientos o traslaciones que nuestra forma actual de
cuaternion no es capaz de representar. Para esta seccion, introduciremos el concepto de
Cuaterniones Duales que supera este limite y se utilizara en toda la duracién del estudio.

3.5.1 Definicion

Los cuaterniones duales proporcionan una forma de representar tanto la rotacion como la
traslacion en un vector de transformacion. Para un cuaternion unitario g que representa la
rotacién apropiada y para un vector p escrito como un cuaternion puro que representa el
desplazamiento correspondiente, la forma mas comun utilizada en robética de un
cuaternién dual viene dada por el par cuaternion-vector,7

0 0
Q(q, p) = cos 5 opeado 5 < kx, ky, kz > » < pX, py, pz > (3.49)

Para la parte del cuaternion, usamos la conversion de una representacion de rotacion de
eje-angulo a una unidad de cuaternién. Asi, 6 da el angulo de rotacién y < kx, ky, kz >
denota el eje de rotacién. La parte del vector es simplemente el vector de desplazamiento
dado por p =< px, py, pz >.

Claramente, para una transformacion sin rotacioén y solo desplazamiento, el cuaternién
dual esta representado por:

Q(q, p) =([1,<0,0,0>], <px, py, pz>) (3.50)

donde [1, <0, 0, 0 >] representa el cuaternién identidad de la unidad.

3.5.2 Inverso de un cuaternion dual

El inverso de un cuaternion dual Q(q, p) se denota como:

-1 1
Q-1=(q l.<-q P a>) (3.51)
cuaternién_1 denota el inverso habitual del cuaternion q. Por lo tanto, para a donde q

q =[s, v], la parte vectorial también se puede escribir como,

q B pags q=-p+[-2s(v % (-p)) + 2v x (v x (-p)) (3.52)

Tenga en cuenta que p es un cuaternidn puro (parte real cero) y, por lo tanto, también es un vector.

7Los cuaterniones duales generalmente se definen usando nimeros duales tales como Q =q +
2donde p=0. Esto se describe claramente en [14].
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3.5.3 Multiplicacion de un cuaternién dual

En los cuaterniones duales, la secuencia de rotaciones y desplazamientos se representa
multiplicando sus correspondientes representaciones de cuaterniones duales. Por lo
tanto, para las transformaciones Q1(q1, p1) seguidas de Q2(g2, p2) para un sistema de
coordenadas local, su producto de cuaterniones duales viene dado por:

Q1Q2=(q1,p1) (a2.p2)=(q1 g2, <ql p2 q ;' +p1>)(353)

donde la parte del cuaternién es simplemente la multiplicacién entre los cuaterniones g1
y g2 y la parte del vector también se puede escribir como,

ql p2 q ]1 +p1=p2+2s1(v1 x p2) + 2v1 x (v1 x p2) + p1 (3,54)
donde g1 =[s1, v1] y p2 es un cuaternion puro y también actia como vector.

El analisis de la operacion para la parte de traslaciéon del cuaternion dual muestra que la
traslacion siguiente es rotada primero por la rotacion anterior y la traslacion rotada
resultante se suma luego a la traslacion actual.

3.5.4 Transformacion por un cuaternién dual

Transformar un vector usando cuaterniones duales sigue casi el mismo proceso que
multiplicar dos cuaterniones duales. Si tenemos la transformacion final dada por el
cuaternion dual,

QF = ([w, <a, b, ¢ >], < px, py, pz >) (3.55)

donde [w, <a, b, c>] = gF y < px, py, pz >= pF, y un vector inicial a transformar dado por,

vV =< VX, VY, vZ > (3.56)
Obtenemos el vector transformado (rotado y trasladado) v por, =<y X, v'y v, >
v.=(F v q7 )+pF (3.57)

Por lo tanto, un vector se transforma usando cuaterniones duales primero girandolo
usando la parte de cuaternion gF (que representa la rotacion) del cuaternion dual, y
luego traduciéndolo al agregarle la parte vectorial pF (que representa la traslacion) del
cuaternion dual . Este proceso es similar a como se aplica una transformacion utilizando
matrices de transformacion.

En el préximo capitulo, demostraremos la aplicacion de los cuaterniones duales
utilizandolos en la derivacién de la cinematica directa e inversa de un robot con aplicacion
practica en el Universal Robot UR3.
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Capitulo 4

Aplicacion de cuaterniones a
Robot universal UR3

El objetivo principal de este estudio es poder aplicar el concepto de cuaterniones
en la manipulacion de movimientos de robots. Para este estudio, trabajaremos
con el Universal Robot UR3 y derivaremos su cinematica directa e inversa
utilizando cuaterniones. Al final de este capitulo, se prueba y presenta una
aplicacion de programacion informatica real para la cinematica de UR3.

4.1 Robot universal - UR3

El Universal Robot UR3 es un brazo robdético colaborativo. Tiene seis grados de
libertad (6DOF) y se compone de seis articulaciones giratorias, comunmente
denominadas (1) base, (2) hombro, (3) codo, (4) mufieca 1, (5) muieca 2 y (6)
mufieca 3, cada una con un rango de trabajo de 360 grados.

Figura 4.1: Robot Universal UR3

1Las especificaciones técnicas del robot se pueden encontrar en el Apéndice A.
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4.2 Cinematica directa por cuaterniones duales

Forward Kinematics es generalmente mas facil de calcular que su contraparte y lo
mismo ocurre con su calculo por Dual Quaternions. Nuestro objetivo es determinar la
orientacion final y la posicion del efector final dados todos los angulos de articulacion.
Basicamente, hay al menos dos formas de derivar la cinematica directa utilizando
cuaterniones duales. Puede partir de una matriz de rotacion o de una representacion
de eje-angulo. Cualquiera de estos dos dara como resultado la misma rotacion final
pero cada uno usa diferentes coordenadas para la posicién TCP inicial. En este

estudio, utilizaremos el enfoque con la representacion del eje-angulo.2

4.2 1 Representaciones de transformacion de articulaciones

Dada la estructura cinematica del robot UR3 en la posicion cero, derivamos los
cuaterniones duales que representan la transformacién en cada articulacién derivando
primero la representacion del eje-angulo de cada articulacién con respecto al marco
base y estableciéndola como la primera parte de nuestro sistema dual. quaternion y

la segunda parte al obtener la traduccién del cuadro conjunto actual al siguiehte:

d
.

Figura 4.2: Estructura Cinematica de UR3 en posicion cero (61,2,3,4,5,6 = 0) [3].

2Este estudio sigue el enfoque realizado en [4] y [15]
3La convencion habitual para derivar la cinematica para UR3 se puede encontrar en [3] y [11]
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Tenga en cuenta que el eje z representa el eje de rotacion y estamos siguiendo el
regla de la mano derecha para determinar la direccion positiva de la rotacion en cada

Eje de rotacién. Representaremos los ejes z con respecto a la coordenada
eje del marco base.

Para el UR3, también tenemos los siguientes parametros DH:4

[T] a1 | ai-1dlei | ||
1 0 0 | 4141
2a1=90-30 0 06p
003 a2
4023 d4 04
5 di4 = 90- 0 d5 85
6 d5 = -90- 0 d6 66

Tabla 4.1: Parametros de UR3 Denavit-Harteberg

Para la primera articulacion, en la parte de rotacion, tenemos el angulo de rotaciéon como 61
y tenemos nuestro eje de rotaciéon z1 alineado con el eje base z0. Para el

parte de traslacién, comenzando desde el marco base hasta el marco del hombro, hay

es un desplazamiento de d1 en el eje z. Por lo tanto, nuestro cuaternioén dual para el

primera articulacion esta representada por:

01
,pecado - < 0, 0Y 1 > ) < 0, 0, d1 >

Q1 = porque 5

2
Para la segunda articulacion, el angulo de rotacién es 62 y nuestro eje de rotacion z2 es
ahora paralelo al eje —y0 del marco base. Para la parte de traduccion,

tenemos que analizar que rotar la segunda articulacion resultara en una traslacion

en el eje x0 y el eje z0 que depende de a2 y 62. Por lo tanto,
tenemos:

062
Q2 = porque o w0 o <0,-1,0> ,<a2cos 02,0, a2sen 062>

Para la tercera articulacion, el angulo de rotacion es 63 y nuestro eje de rotacion z3,
igual que z2, es paralelo al eje —y0 del marco base. para la traduccion

parte, la rotacion de la tercera articulacion resultara en una traslacion en el eje x0 y

el eje z0 que depende de a3 y 63. Aparte de esto, para llegar a la

cuarta articulacion, también hay un desplazamiento de d4 en el eje —y0. De este modo:

63 63

Q3 = porque o e o < 0,-1,0> , < a3 cos 83, -d4, a3 sen 63 >

Los parametros 4DH se discuten e ilustran en la Seccion 4.4.1
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Para la cuarta articulacion, el angulo de rotacion es 84 y nuestro eje de rotacion z4, igual
que z2 y z3, es paralelo al eje —y0 del marco base. Para la parte de traslacion, la rotacion
de la cuarta articulacién dara como resultado una traslacion en el eje x0 y el eje z0 que
depende de d5 y 65. Por lo tanto, tenemos:

04

Q4 = porque = ,pecado

5 <0,-1,0> ,<d5sen 64, 0, -d5 cos 64 >

04
2
Para la quinta articulacién, el angulo de rotacion es 65 y nuestro eje de rotacion z5 es
paralelo al eje —-z0 del marco base. Para la parte de traslacion, la rotaciéon de la quinta
articulacion dara como resultado una traslacion en el eje x0 y el eje yO que depende de
d6 y 65. Por lo tanto, tenemos:

05
Q5 =porque & pecado <0,0,-1> , < —d6 sen 65, —d6 cos 65, 0 >

05
2 2
Para la sexta y ultima articulacion, el angulo de rotacién es 86 y nuestro eje de rotacion
Z6 es paralelo al eje —y0 del marco base. No hay traduccién ya que es el ultimo cuadro.
Por lo tanto, tenemos:

06 06
Q6 = porque o e o < 0,-1,0> ,<0,0,0>

Representar las transformaciones por cuaterniones duales tiene un concepto similar con
las matrices de transformacion. La principal diferencia es que los cuaterniones duales
son mas compactos, de tal manera que solo necesitamos 7 componentes, mientras que
para las matrices de transformacion, usamos 4x4 = 16 componentes.

4.2.2 Calculo de cinematica directa UR3

Después de derivar los cuaterniones duales correspondientes para cada articulacion,
tomamos sus productos desde el marco base hasta el marco final para obtener el
cuaternion dual final que representa la transformacion final y la cinematica directa del
robot. Asi, tenemos,

QFK=Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 Qb (4.1)

Para este enfoque, las coordenadas del punto a transformar también deben ser con
respecto al marco base. Por lo tanto, durante la transformacion, el punto rota por la parte
de rotacién de QFK y luego se traslada por su parte de traslacion a partir del marco base.
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4.3 Cinematica inversa por cuaterniones duales

Deducir la cinematica inversa requiere mas trabajo y analisis que la cinematica
directa. Tendremos que aplicar el concepto de transformaciones por cuaterniones
duales, lidiar con ecuaciones trigonométricas complejas y analizar geométricamente
las transformaciones realizadas por cada articulacion al robot y como cada una de
ellas afecta las coordenadas de los marcos de articulacion sucesivos. Nuestro
objetivo en la cinematica inversa es determinar los angulos de articulacion
necesarios para mover el efector final a la posicion y orientacion deseadas, que se
especifica mediante la transformacion final, QFK = ((w, <a, b, ¢ >], < px, py, pz >).

4.3.1 Representaciones de transformaciones de articulaciones

Para comenzar con la derivacion de la cinematica inversa, necesitamos los cuaterniones duales
que representan la transformacion realizada por cada articulacion Qi , para 1 <i <6, que ya hemos
derivado para la cinematica directa anterior, y también sus correspondientes inversas de

cuaterniones duales, Q-1 yo _

En el futuro, usaremos las siguientes representaciones para ecuaciones largas: cos 8i — ci — s i
, sen @i — si | porue %i —c i, sen 9'15

Por lo tanto, para cada articulacion, tenemos:

Q1=([c1+ s1k], <dlk>)

Q2 = (["c2 - s 2j], <a2c2i + a2s2k >)

Q3 =([ c3 -5 3j], <a3c3i— d4j + a3s3k >)
Q4 = ([ c4 - s 4], < d5s4i - d5c4k >)

Q5 = ([ ¢5 - s 5K], < -dBs5i — d6c5j >)
Q6=( c6-5s 6j],<0>)

y las inversas como:

Q1  =(c1-s 1k, <-d1k>)=

Q2 " ([c2+7s2j], < -a2i>)

Q3  =([c3+ s3], <-ali+d4j>)= ([ c4
Q4  + s4jl, <dsk>)

P5 ' =([c5+ s5k], <d6i>)=

P6  ([c6+ s6j,<0>)

Usaremos las representaciones de cuaterniones duales de ambas articulaciones para obtener la
relacion entre las combinaciones de transformacion sucesivas.

45



Machine Translated by Google

Capitulo 4. Aplicacion de los cuaterniones a Universal Robot UR3

4.3.2 Productos de transformacién de juntas

Usando los cuaterniones duales Qi (1 <i < 6), que denota la cinematica

transformaciones que describe Ias1 relaciones espaciales entre el éxito

marcos de coordenadas y Qi
el producto de cuaternion dual Mi como:

Mi=Qi Mi+1donde1<i<6

Para i = 6, tenemos que M6 = Q6. Por lo tanto, tenemos Mi como,

M6 = Q6
M5 = Q5
M4 = Q4
M3 = Q3
M2 = Q2
M1 = Q1

M6 = Q5
M5 = Q4
M4 = Q3
M3 = Q2
M2 = Q1

Q6
Q5
Q4
Q3
Q2

Q5
Q5 Q6
Q4 Q5 Q6

Q3 Q4 Q5 Q6

Luego, definimos otro producto de cuaternion dual Ni de la siguiente manera:

Ni+1=Q-1;

Para i = 0, definimos N1 como el cuaternion de transformacion final, lo que significa,

Nidonde 1<i<6

N1 =[Rw, Tw] = ([w, < a, b, ¢ >], < px, py, pz >)

Por lo tanto, tenemos Ni como,

N1 = [Rw, Tw]
N2 =Q-11
N3 =Q-12
N4 =Q-13
N5 = Q-14
N6 = Q-1s5

N1=Q-
N2 =Q-?
N3 = Q-8
N4 = Q-
N5 = Q-

[Rw, Tw]

Q+1  [Rw, Tw]

Q=1 Q+1 [Rw, Tw]

Q1 Q1 Q+1  [Rw, Tw]

1 Q1 @1 Q+1  [Rw, Tw]

Claramente, podemos ver que M1 y N1 son equivalentes a la cinematica directa

como sus correspondientes inversas, primero definimos

(4.2)

(4.3)

QFK. Analizando mas a fondo la composicion de cada una de estas transformaciones entre
los productos de cuaterniones duales M y N implica que Mi = Ni . Por lo tanto,

sus términos correspondientes también deben ser iguales.

El siguiente paso es igualar cada término de cuaternion dual correspondiente entre

Mi y Ni que nos daran varias ecuaciones que podemos usar para calcular

para la cinematica inversa.
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4.3.3 Transformaciones de marcos de la base a las mufiecas

El célculo de los productos de transformacion Miy Ni donde (a<i<b) nos llevara a ((b -
a) + 1) x 7 x 2 ecuaciones donde los multiplicadores representan el numero de
transformaciones (b—(a-1) ), el nUmero de términos en el cuaternién dual (7), y tanto para
M como para N correspondientemente. Igualamos los términos para cada producto de
transformacion correspondiente y obtenemos ((b — a) + 1)) x 7 ecuaciones y tratamos de
encontrar una relacion entre algunas de estas ecuaciones y manipularlas para poder
resolver explicitamente los angulos conjuntos.

Z6

Figura 4.3: Marcos de coordenadas de UR3 (61,2,3,4,5,6 = 0) de [11].

Transformacion del cuadro 1 (base) al cuadro 6 (mufieca 3)

Siguiendo [4] y [15], deberiamos empezar primero con la Transformacion de la base a la
mufeca 3. Esto nos llevara a 84 ecuaciones donde (1 <i < 6). Igualamos los productos y
términos de transformacion correspondientes entre Miy Ni .

Estas ecuaciones se enumeran en el Apéndice B. La facilidad para obtener una ecuacion
directa para calcular los angulos de las articulaciones depende de la estructura del robot.
En el caso de UR3, no hay ecuaciones que puedan derivar directamente el valor de
cualquier angulo de articulacién. Podemos encontrar una ecuacion para 65 y luego 66
pero necesitamos 61 para resolverlas. Podemos aplicar métodos numéricos para estimar
los valores de los angulos de las articulaciones, pero en nuestro caso, necesitamos
valores exactos. Para resolver esto, podemos incorporar el enfoque geométrico que se

usa comunmente para derivar la cinematica inversa de un robot y pasar a la siguiente
transformacion, que es la Transformacion de la base a la mufieca 2.
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Transformacion de la estructura 1 (base) a la estructura 5 (mufieca 2)

Nuestra principal motivacion para pasar a esta transformacion es resolver para 61.

El enfoque geométrico es encontrar la relacién entre los angulos y los desplazamientos
de las articulaciones. La siguiente figura muestra la relacion entre el angulo de
articulacion 61 con las coordenadas de la estructura 1 (base) y la estructura 5 (mufieca 2).

Figura 4.4: Estructura del robot UR3 del marco 1 al marco 5 (de [3])

Como podemos ver, sera posible determinar el valor de 81 utilizando el desplazamiento
entre el Marco 1, Q1 y el Marco 5, Q5. La Transformacion Base a Mufieca 2 nos llevara
a 70 ecuaciones donde (1 <i < 5). Afortunadamente, en lugar de volver a calcular estas
transformaciones, podemos usar la transformacién anterior y llevar N1 a N5, ya que
son simplemente equivalentes. La Unica diferencia es que estamos trabajando en las
coordenadas del Cuadro 5. Por lo tanto, solo necesitaremos hacer una traduccion de
las coordenadas del Cuadro 6 al Cuadro 5. En cuanto a los productos de transformacion
directa, debemos comenzar con M5 en lugar de con M6 . Esto se puede hacer
simplemente configurando M5 = Q5 y la traduccién a cero. Igualar los términos de M5
con sus términos correspondientes en N5 y aplicar identidades trigonométricas nos dara
nuestra férmula para 01.

Esto nos permitira luego resolver para 65 y 86 usando las ecuaciones que obtuvimos
de la Transformacion del Marco 1 (Base) al Marco 6 (Mufieca 3).
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Derivacioén del angulo de union 61 (base)

Para derivar una férmula para 61, podemos traducir las coordenadas primero en el
marco final (Mufieca 3) de vuelta al Marco 5 (Mufieca 2) y usarlas en la formula para
extraerlas de los productos de transformacion. Para volver al cuadro 5, analizamos las
transformaciones de la mufieca 3 (Q6) y la mufieca 2 (Q5) y sus contribuciones a la
transformacion final QFK.

Figura 4.5: Traslacién del Marco 6 (Mufieca 3) al Marco 5 (Mufieca 2)[3]

Cuadro 5 (Mufieca 2) Transformacion:
Q5 = ([ ¢5 - s 5K], < —d6s5i — d6c5j >)
Cuadro 6 (Mufieca 3) Transformacion:
Q6=( c6-s 6j],<0>)
Transformacion final: Cuadro 1 (Base) a Cuadro 6 (Mufieca 3)

QFK=Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 Q6=Q1s

Claramente, no hay traslaciones realizadas por Q6, solo rotacién. Por lo tanto, nuestra
posicion de efector final ya esta determinada en la transformacion hasta Q5. Asi, para
la parte de traduccién (p) de QFK, tenemos,
(QFK)p=(Q16)p=(Q15)p
=(@Q1 Q2 Q3 Q4 Q5p (4.4)

Tenga en cuenta que lo que necesitamos son las coordenadas en el Cuadro 5 y solo
estamos tratando con la parte de traduccion del cuaternion dual.
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Necesitamos revertir la traduccion hecha por Q5. Hacemos esto usando su inversa,

ps | =([c5+ s5k], < d6i >)

Por lo tanto,

(QFK Q-15)pQ1 Q2 Q3 Q4 Q5 Q-15)p
=(Q1 Q2 Q3 Q4)p

=(Q14)p (4.5)

Todavia no tenemos un valor para 65 , por lo que no podemos construir completamente Q5, pero dado
que solo estamos tratando con la parte de traduccion, realmente no la necesitamos.

En cambio, podemos establecer un valor arbitrario para su parte de cuaternién y definir solo la parte de
traduccion. Recuerde que la determinacion de la parte de traduccion de una multiplicacion de

cuaterniones duales se define sin usar gB,
(QA QBp=<gA pB q A tpa> (4.6)
Como (QFK)p = (Q1 5 )p, podemos tener,

-1
(QFK Q-15)sqFK p=<x5i+y5j 5  9rk *PFK> (4.7)

+2z5k >= (Q14)p (4.8)

donde < x5, y5, z5 > son las coordenadas en el Marco 5 con respecto al Marco 1.

Ahora, para calcular 61, necesitamos los productos de transformacion de cuaterniones duales para la
transformacion de la base a la mufieca 2. Como hemos dicho en nuestro analisis, podemos simplemente

usar (B.13) M56 = N56, donde se excluye el término cos 65 .

Por lo tanto,

0=ycos61-xsenB1+d4ycos

01 - xsen 61 =-d4 (4.9)

Aplicamos la siguiente identidad trigonométrica,

asenB+bcosB=c

0 = atan2(a, b) + atan2(v a 2 vwanoz 2-C () (4.10)
Y ahora usamos las coordenadas del Cuadro 5 para derivar la férmula para 61,

61 = atan2(-x5, y5) + atan2( x vy il L 4.11)

Consideramos dos valores para 61 correspondientes a la rotacion de la articulacion base de establecer

el Hombro a la izquierda o a la derecha.
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Derivacion del angulo articular 85 (Mufieca 2)

Ahora que tenemos 81, podemos usar el mismo par de ecuaciones del sistema dual
productos de transformacion de cuaterniones para la transformacion de la base a la mufieca 3

(B.13) pero sin excluir ningun término para derivar la ecuacion para 65,
M56 = N56
—-d6 cos 85 =y cos 81 — x sen 61 + d4 (4.12)
Podemos calcular directamente para 65 mediante,

x6 sen 61 — y6 cos 61 — d4
05 = +cos e (4.13)

Consideramos dos valores para 65 para la rotacion de la articulacion de la mufieca 2 correspondiente

a la muieca que esta hacia arriba o hacia abajo.

Derivacion del angulo articular 86 (Mufieca 3)

Ahora tenemos 61 y 85, entonces podemos usar los pares de ecuaciones (B.29), (B.30),
(B.31) y (B.32) también de los productos de transformacion de cuaterniones duales para
la Transformacion de la base a la mufieca 3 para derivar la ecuacién para 66,

M21 = N21
05 02 + 63 + 64 + 66 01 01
orque — orque = W porque — + d —
porq 5 porq 5 5 ¢ pecado 5 (4_14)
M22 = N22
05 02 + 63 + 64 - 66 01 01
pecado  ——  pecado =unporque ——  +bpecado —— (4.15)
2
M23 = N23
05 02 + 03 + 64 + 06 g 01 01
— porque . ecado = —un pecado = +b —_—
5 P 5 D) porque 5 (4_16)
M24 = N24
05 02 + 63 + 64 - 66 W sen 01 01
- pecado — orque =- — + —
5 porq o 5 C porque (4_17)
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Usando identidades trigonométricas (suma de angulos), estos son equivalentes a,

wc 1+cs 1 _
C (2+3+4)c 6 -5 (2+3+4)s 6= ——————— =a
cb5
ac 1+bs 1
s (2+3+4)c 6-C (2+3+4)s 6= ————— =B
s 5

como 1-bc 1

s (2+3+4)c 6+ c(2+3+4)s 6= T =y
CT(2+3+4)c 6 + s(2+3+4)s 6= ————— =d

Multiplicando (4.18) por ~s6 nos dara,

2 _
C(2+3+4)c 65 6 -5 (2+3+4)sT 6 ~0S 6
Y multiplicando (4.19) por ~¢c6 nos dara:
2 _ - _
s (2+3+4)c 6 —C (2+3+4)s 6¢c 6=PBc 6
Obtener la suma de estas dos ecuaciones nos dar3,
2 _g2 _ _
s (2+3+4)(c 6 6)= s(2+3+4)c6=0as 6+fBc 6
Entonces, multiplicando (4.20) por ~c6 nos dara,
2 _ __ _
s (2+3+4)c 6 + ¢(2+3+4)s 6¢c 6=yc 6
Y multiplicando (4.21) por —s™ 6 nos da:
—-C (2+3+4)c 6s 6 -5 (2+3+4)s
Obtener la suma de estas dos ecuaciones nos dara,
2 _ S—2 _ _ —
s (2+3+4)(c 6 6)= s(2+3+4)c6=yc 6-0s 6

Podemos restar las ecuaciones (4.24) y (4.27) para obtener lo siguiente simplificado
ecuacion en la que solo 66 es indeterminado:

as 6+PBc 6=yc 6-08s 6-—s 6(a+d)= cb(y-P)
Reorganizar esta ecuacion para resolver 66 nos dara la siguiente formula,
06 = 2atan2(y - B, a + d)

Solo hay un valor para 66 que corresponde a la rotacion de la articulacion de la muieca 3.

(4.18)

(4.19)

(4.20)

@.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

.27

(4.28)
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4.3.4 Transformacion de marcos de hombro a muneca

Ahora nos queda solo 62, 83 y 64 por determinar. Note que sus
las articulaciones correspondientes forman un manipulador plano 3R como se ve en la figura
abajo,

Figura 4.6: Manipulador 3R-Planar formado por UR3 Articulaciones 2 a 4 de [3].

Por lo tanto, podemos obtener los productos de transformacion Miy Ni donde (2 <

yo < 4). Esto nos llevara a 42 ecuaciones. Igualar los términos para cada producto de
transformacion correspondiente nos dejara con = 21 ecuaciones y%

tratamos de encontrar una relacion entre algunas de estas ecuaciones y las manipulamos

para poder resolver explicitamente nuestros dngulos conjuntos restantes para que sean
determinado.

Por lo tanto, tenemos la siguiente representacion de cuaternion dual para cada articulacion,
Q2= ([ ¢2 - s 2j], < a2c2i + a2s2k >)

Q3 =([ c3-s 3j], <a3c3i - d4j + a3s3k >)
Q4=(cd-s 4j],<0>)

y las inversas como:
Q2" =([c2+ s2j, < -a2i >)

Q3" = ([c3 + s3], < -a3i + dd4j >)
Q4" =((ca+Ts4)],<0>)
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Por lo tanto, nuestro producto de transformacion de cuaterniones duales Mi se formula como:

M4 = Q4
M3=Q3 M4=Q3 Q4
M2=Q2 M3=Q2 Q3 Q4

Y el producto de cuaternion dual Ni como:
N2 = Q2 = (Jw4, < a4, b4, c4 >], < x4, y4, z4 >)

N3=Q-12 N2=Q-1 2 Q2 4
N4=Q-13 N3=Q-1 3 Qz1 Q2

Estas ecuaciones se enumeran en el Apéndice C.

Aparte de esto, también necesitaremos traducir nuestras coordenadas base y coordenadas
finales ya que estamos trabajando solo desde el Cuadro 2 (Hombro) al Cuadro 4 (Mufieca 1).
Para traducir las coordenadas, usamos la misma técnica que usamos para determinar las
coordenadas para 61,

QFK=Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 Q6=Q1 6 (4.29)

Q11 QFK=Q2 Q3 Q4 Q5 Q6 =Q2g  (4.30)
Q41 QFK Qs =Q2 Q3 Q4 Q5 =Q25; (4.31)
Q1 QFK Q- Qs1=Q2 Q3 4 = Q24 (4.32)

Tenga en cuenta que ya podemos formar completamente Q1, Q5 y Q6. Para Q4, solo
necesitamos revertir su traduccion. Para hacer esto, usamos su inverso Q—;{ de la misma
manera que lo hicimos en la traduccion anterior. Tenemos,
Q4 ' = ([Tc5 + “s5k], < d6i >)
Y revertimos la traduccién por,
Q24 Q-14)p=(Q2 Q3 Q4 Q-14) (4.33)

=(Q2 Q3)p

=(Q23)p
Obtenemos las coordenadas por la parte de traduccién de este producto,

@24 Q-14)p=<q wi @D e (4.34)
=< x4i + y4j + z4k >

donde < x4, y4, z4 > son las coordenadas en el Marco 4 con respecto al Marco 2.
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Derivacion del angulo articular 63 (codo)

Para derivar una férmula para 63, hacemos uso de las ecuaciones (C.19) y (C.21) en
la Transformacion Hombro a Mufieca 1 junto con la previamente calculada

coordenadas < x4, y4, z4 >.

M25 = N25

a3 cos (02 + 83) + a2 cos 02 = x4 (4.35)
M27 = N27

a3 sen (02 + 63) + a2 sen 62 = z4 (4.36)

Elevar al cuadrado estas dos ecuaciones y sumarlas nos dara,

a2 +2a2a3cos@3+a 3 =X 24z 2 (4.37)

Ahora, podemos calcular directamente para 63 por,
X2 +z 2 -un2 - un2
4 32

03 = tacos 2 (4.38)
2a2a3

Consideramos dos valores para 63 que corresponde a la rotacion de la articulacion del codo
de estar arriba o abajo.

Derivacion del angulo articular 62 (hombro)

Como ya tenemos 63, podemos calcular 82 usando las ecuaciones (C.12)

y (C.14) también en la Transformacion Hombro a Mufieca 1 usando el mismo
coordenadas

M35 = N35

a3 cos 63 = —a2 + x4 cos 62 + z4 sen 02 (4.39)
M37 = N37

a3 sen 03 = -x4 sen 62 + z4 cos 62 (4.40)

Y usando manipulaciones similares, podemos calcular directamente para 62 por,

02 = atan2(z4(a2 + a3 cos 63) — x4a3 sen 03, x4(a2 (4.41)
+ a3 cos 03) + z4a3 sen 63)

Consideramos un valor para 62 que corresponde a la rotacion del Hombro.
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Derivacién del angulo articular 84 (Mufieca 1)

Dados 63 y 82, podemos calcular 84 usando las ecuaciones (C.1) y (C.3) y la parte de rotacion
de la transformacion Q2 dada por g4 = w4+adi+b4js+c4k.

M41 = N41
84 02 + 03 02 + 03
porque 5 = w4 porque —2 - b4 pecado —2 (4_42)
M43 = N43
] 04 02 + 63 062 + 63
— pecaao — = E— EE—
p 5 w4 pecado > + b4 porque > (4_43)
Podemos calcular directamente para 84 mediante,
84 = —2atan2(w4s (2+3) + b4c (2+3), wdc (2+3) - bds (2+3)) (4.44)

Consideramos un valor para 84 que corresponde a la rotacion de la articulacion Mufieca 1.

4.3.5 Soluciones de angulos de unién

Usar las ecuaciones (4.11), (4.13), (4.28), (4.38), (4.41) y (4.44) nos permitira calcular una
combinacién de angulos (61, 62, 83, 84 , 85, 66 ) que danos nuestra transformacion
deseada Q1 6 . Cada uno de nuestros angulos conjuntos de estas ecuaciones tiene el
siguiente numero de valores posibles,

01 x2 02 x 1 63 x 2

4 x 1 05 x 2 06 x 1

Por lo tanto, hay un total de 2 x 1 x 2 x 1 x 2 x 1 = 8 posibles combinaciones de angulos de
articulacion. Todavia es necesario hacer alguna filtraciéon de estos valores en nuestra
aplicacion practica de programacion porque aun puede suceder que solo algunas de estas
combinaciones nos den exactamente nuestra transformacién deseada. En este estudio, se
hace usando el principio de cinematica directa. Ahora, tenemos nuestra entrada como los
angulos conjuntos de nuestra combinacion actual y obtenemos su transformacion
correspondiente,

Q1(81) Q2(82) Q3(83) Q4(84) Q5(85) QB(B6) = QFK (4.45)

Verificamos si esta transformacion es equivalente a nuestra transformacion deseada donde
también debemos considerar algunas pequefias discrepancias debido a errores numéricos.
Este procedimiento se demuestra en nuestra aplicacion de programacion.
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4.4 Aplicacion practica de programacion

La aplicacion de programacién Python para derivar el directo y el inverso.
La cinematica de URS3 se presenta en esta seccion.

4.4.1 Parametros de Denavit-Hartenberg

Los parametros Denavit-Hartenberg de UR3 se dan en la siguiente tabla:

UR3

Kinematics theta [rad] a[m] d [m] alpha [rad]
Joint 1 0 0 0.1519 nf2

Joint 2 0 -0.24365 0 0

Joint 3 0 -0.21325 0 0

Joint 4 0 0 0.11235 nf2

Joint 5 0 0 0.08535 -nf2

Joint 6 0 0 0.0819 0

Tabla 4.2: Parametros Denavit-Hartenberg para UR3 de [20]

Estos parametros se describen mediante el siguiente diagrama:5

d,z -2, dg A,  dg -2,
(e ® 0
Z, X, Z, X, iy Xy Xq
dg |* d
Z,
as—
X, z X;
dg®
it X
aﬁ

Figura 4.7: Diagrama de parametros UR3 DH de [20]

La configuracién de los parametros DH en el programa sigue el orden en la Tabla
4.1 usando los valores dados por la Tabla 4.2.

1 # UR3 Denavit-H ar tebe rg Parametros
2re=[0.15190.1012350.0819]008535 |

3un=[00+70,243654 ,~0.21325 ¢ g
alfaa=[0,pi/2 ,0.,0 pi/2,-pi/2]

5El uso y la derivacién de los parametros de Denavit-Hartenberg se pueden encontrar en [23]
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4.4.2 Aplicacion de programacion Python

Usamos la biblioteca urx python para comunicarnos y controlar el robot UR3.

1 urx de importacion
2 de urx importar urrobot
3 robar = urx. robot (” 147.229.132.249~ ) #Direccion IP de UR3

La direccion IP del robot UR3 se puede ver en la pestafia 'Acerca de' en el UR3

Interfaz grafica de usuario de Polyscope.

Clase de cuaternion dual

Primero definimos nuestro objeto de cuaternién dual. Como hemos descrito, consiste
de dos cuaterniones donde el primer cuaternién representa la rotacion y el

el segundo cuaternion representa la traslacion. La biblioteca pyquaternion es

utilizado para definir estos objetos de cuaternion y creamos una clase para el Dual
Cuaternion siguiendo las propiedades que enumeramos en el capitulo de cuaternién. El
la multiplicacion de cuaterniones duales también se define en esta clase siguiendo el
propiedades que enumeramos en el capitulo de cuaterniones duales.

1 clase DualQuaternion:

2 # | inicializa un Cuaternién Dual

3 e __@NSL__(gelf, q=Cuaternién () , p=0):
4 mismo .q=q
5 ser . pags = pags

6

7 # M ultiplicacion de cuaterniones duales

8 def mult (self, dq):

9 # Para la parte de rotacién

10 g1 = uno mismo. q

11 g2 =dq.q

12

13 # Para la parte de traduccion

14 p1 = uno mismo. pag

15 p2 =dq. pag

17 devuelve DualQuaternion (q1 92,91 p2 q1.conjugado e+p1)

18

19 # Comprueba la igualdad de las cuaterniciones duales

20 defequ al s (self,dq):

21 # Para la parte de rotacion

22 g1 = uno mismo. q vector

23 g2 = dq. q vector

24

25 # Para la parte de traduccion
26 p1 = uno mismo. pag . vector
27 p2 = dq. pag . vector

28
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29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

4.4. Aplicacién practica de programacion

# Comprueba la igualdad

print ( "\nComparacion ¢le cuaterniciones duales: ” )
imprimir (" RPfacion:,q1, ,

print (", p2 yanslation:, p1,

si ((np.allclose (p1, p2, ato I=1e-03)
o np. todo cerrado ( p2, p1, ato I=1e-03) )
y (np . allclose (q1, g2, ato I=1e-03)

o np. todo cerrado (g2, q1, ato 1=1e-03) ) ) :
volver verdadero

volver F al se

41 # Transforma un punto en el espacio

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

def transform ( self , pose ) :

# Pose girada
ro tP ose = self . q rotar (posicionar,)
print ( "\ nDespués de la rotacion: ro tP ose )

# Postura traducida
tran sP ose = self . pag . vector + ro tPose
print (” DESPUES DE LA TRADUCCION : TRANSP OSE )

TRANSPORTE DE RETORNO

Al rotar un vector, usamos el método de rotacion del pycuaternion ya que también
normaliza el cuaternién antes de aplicar la rotacion. Esto se hace en el
siguientes cddigos en la biblioteca pyquaternion:

def rofar (autovector): ,

Rotar un vector 3D por la rotacion almacenada en el

Objeto de cuaternion.

Parametros:
vector : Un vector de 3 vectores especificado como cualquier secuencia ordenada
de 3 numeros reales se corresponden con los valores ngtox y z.
Algunos tipos que se reconocen son: matrices numpy
listas y tuplas.
Un 3-v ector también puede ser representado por un

Objeto de cuaternién que ' sscalarpartis 0 y vectorpartis
el 3-v ector requerido .

Asi es posible llamar 'Cuaternion’'. rotar ( q

) ' con un o el rquater ni onobject como entrada .

Devoluciones :

El vector rotado devolvié como el mismo tipo que era

especificado en la entrada.

R aises :
TypeError: si alguno de los elementos del vector no se puede

convertido a numero real.
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15 V alorError : if ' vector 3-v no se puede interpretar como
ectorora Quaternion object .

18 ifisinstance ( vector , Quaternion ) :

19 devolverse a uno.mismo. rotar cuaternion (vector)

20 g = Cuaternion ( vector=vector )

21 a = uno mismo. rotar cuaternién ( q ) . vector

22 ifisinstance ( lista de vectores ):

23 I=[xparaxenun]

o4 volver |

25 elifisinstance ( vectorl = [ x for , tu por favor):

26 xina ]

27 ~ volver por favor (1)

28 mas :

29 devolver un

30

31 =eerotar cuaternion (self, q ) :

32 Rotate aquater ni onvectorusando la rotacion almacenada.

33

34 Parametros:

35 q : El vector a rotar , inquater ni en forma ( 0 +
Xi +yj+kz)

36

37 Devoluciones :

38 Un objeto Quaternion que representa el vector rotado

incuaterniende (0 + xi +yj + kz)
39

40 ser.narmalli ()

41 volveryomismo q yo.conjugado

42

43 def narm ali se (' self ) :

44 ”” Se garantiza que el ob jec tis sera au ni tquater ni onafter
llamando a esto

45 operacion A MENOS QUE el objectiseq ui v al entto Quaternion
(0)  wom

46

47 si no uno mismo. esunidad ( ) :

48 n = uno mismo. norma

49 sin>0:

50 ser.q =uno mismo.q/n

También notamos que en el cédigo anterior, definimos como determinar si dos

los cuaterniones duales son aproximadamente iguales. Usamos el método allclose de

la biblioteca numpy que verifica si dos matrices son iguales en cuanto a elementos dentro de un
tolerancia. Hacemos esto para la cinematica inversa cuando queremos filtrar

las combinaciones de angulos resultantes por sus correspondientes transformaciones y
debemos considerar los errores numéricos que pueden surgir durante los calculos.
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Cinematica directa

Para la cinematica directa, nuestro objetivo es determinar la transformacion final

(orientacion y posicion) del efector final del robot dadas sus articulaciones

rotaciones angulares. Primero, necesitamos obtener los angulos de unién actuales de nuestro robot.
Hacemos esto usando el método getj de la biblioteca urx.

1 # Obtiene los elementos de unién actuales
2 tintineos = robar. conseguir ()
Esto devuelve el valor de los seis angulos de las articulaciones desde la base hasta la mufieca.
3. También definimos dos enfoques para derivar un cuaternion dual. uno es por
la representacion eje-angulo (AA) y por la matriz de transformacion (TM).
Definimos diferentes coordenadas TCP iniciales para cada uno de estos enfoques.
1 # Establecer la posicion inicial de TCP en el espacio en funcion de la
marco

2 fin TCP = np. matriz ([ 0 3 TCP basef = np . matriz 0.0 2]) # basado en el marco final ( 0 ,0 1)
(10 = ,~0.2 /0])#basado en el marco base (0, -1,0)

La razon de esto es por el primer enfoque que es de AA, debemos considerar
las coordenadas TCP con respecto al marco Base. Y para la TM
enfoque, debemos considerar las coordenadas TCP con respecto a su marco.

El método cinematica adelantada ahora llama la derivacién de la doble
cuaterniones para cada seis articulaciones segun el enfoque elegido y calcula
el cuaternion dual final que representa la transformacion final al multiplicar
siguiendo el orden de transformacién (articulaciones).

1 # Obtiene la posicién actual usando cinematicas directas

2 def getforward kin em a ti cs (ans, jangles ) :

3

4 print ( \nAngulos de unién actuales: , tintineos)
5

6 # D e riva las correspondientes cua terniciones duales para cada jun ta

a partir de su R epresentacion del Eje-Angulo

7 si ( respuesta == "AA" ) :

8 print ( "\ nDerivar cinem 4 ticas directas a partir del eje del angulo
R epresentacion . 007}

9 DualQuatList = de ri vedu al quatfr om AA (jangles ) -

10 poseinicial = TCP basef _

11 # D e riva las correspondientes cuaterni ciones duales para cada jun ta
a partirde sus Matricesde Transformacién

12 elif (respuesta == "TM" ) :

13 print ( "\ nDerivacién de cinem a tica directa a partirde tran sformacién
Matriz. . . ")

14 DualQuatList = de rive Du al Qua te rnion de TM (jangles) -

15 poseinicial = final TCP -
mas :

17 print ( "jEntrada incorrecta!" )
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18 devolver

19

20 # Calcula el cuaternion dual final multiplicando todos los
Dual Qua terni ones

21 FKDualQuat = DualQuaternion ( )

22 para dq en DualQuatList:

23 FKDualQuat = FKDualQuat . multiple (dq)

24

25 print ( "\nForward Kinem a tic s (by Dual Quaternion): \ n ([ ” ,

FKDualQuat. q, 7] , , FKDualQuat . p , ”>)")

26
27 # Transformar pose inicial por M ultiplicacién de Quaternion—Vector

28 print ("\ n Coordenadas TCP iniciales (a ceroposicion): posicion 5
inicial) -

29 cursar = FKDualQuat . transformar (postura inicial) -

30 print ( "\nCoordenadas TCP transformadas: \ n”, np. round (currpose =
3))

31

32 volver FKDualQuat

La salida de este método es la pose actual o las coordenadas TCP de
el robot después de haber sido transformado (girado y trasladado) y con
respecto al Marco Base.

Cuaterniones duales de la representacion eje-angulo

La derivacion de la cinematica directa por el enfoque de eje-angulo es
hecho en el método derivar dual quat de AA:

1 # Derive el cuaternion dual a partir del angulo y el eje de rotacion
2 def de ri vedu al quatfr om AA ( jangles ) :

3 # Obtiene los angulos de las articulaciones de la posicién actual

4 theta = tintineo

5

6 # Set traduccién para cada articulacion

7 trans = ([[0d[0]],0[a[2] #P1
8 cos (theta[1]),[a[3] O, a[2] sin(theta[1])] ,#P2

9 cos (theta[2]),[re -d[3]a[3] sen(theta[2])],#P3
10 [4] sin(theta[3]),[-d 0r-d[4] cos(theta[3])] ,#P4
11 [5] sin(theta[4]),[0 -d[5] coseno(theta[4]), 0], #P5
12 0119, #P6

13
14 # C uil ds the Dual Qua te rni ones
15 DQLista =[]

alp=0
17
18 parami |nrangije (6):
19 # Construye el du al quater ni on
20 gscalar =cos (theta[i]/2)
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21

22

23

24

25

28
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alp+=alfaa[yo]
qgvector=np.multipy (sin(theta[i]/2),alp)]) [0, —sen(alp), porque(

quatRot = np . concatenar ( ([ gscalar ], qvector) )

DualQuat = DualQuaternion ( Quaternion ( quatRot ) , Quaternion (
vector =trans[yo]))

print ( "Cuaternién dual: ([ , Dual Quat . q, "], , BualQuat . pag, ">)
")

# Almacenar el Dual Quaternion en la lista
DQList. agregar (DualQuat)

devolver DQList

Para calcular la transformacion final, primero definimos la traduccién para

cada articulacion. Esto corresponde a la parte de traduccion de nuestros cuaterniones duales.
en el que usamos los parametros de Denavit-Hartenberg (a, d, 6). Entonces nosotros

construya los cuaterniones de rotacién para las seis articulaciones usando los angulos del robot
y su correspondiente traduccion quaternion por las traducciones derivadas. El

variable alp sigue el parametro alfa en los parametros DH y usamos

ISIE]

esto en la determinacion del eje de rotacion. Esto puede tener valores 0 o cual
hara cualquiera de los términos -sin(alp) y cos(alp) cero o +1. Entonces,
creamos el objeto de cuaternién dual combinando estos dos cuaterniones.
Por ultimo, almacenamos estos cuaterniones duales en una lista y la devolvemos a la anterior.
método que realiza la transformacion.

Cuaterniones duales de la matriz de transformacion

Otro enfoque para derivar la cinematica directa puede ser mediante una transformacion

matriz. Esto se hace en el método derivar dual quat de TM. Lo normal

La convencion de derivar la cinematica directa es mediante el uso de matrices de rotacion y
vectores de traslacion que se combinan para formar una matriz de transformacioén (4x4). A
partir de esta matriz de transformacion, podemos convertirla en un cuaternién dual

convirtiendo las matrices de rotacion (3x3) en cuaterniones unitarios y los vectores de traslacion
(3x1) en un cuaternién puro. La matriz de rotacion a cuaternion

la conversién se discutié en la Seccion 3.4.2. Para la matriz de transformacion,

siga su derivacion en [3] y [16].

1 # Obtiene la cuaternizacion dual para cada articulacion
2 def rive Du al Qua te rni on from TM (jangles):

3

print ( "Computing T r an sfo rm a ti on Matrix by Denavit—Ha r tenbe rg
Parametros. )

4 # Obtiene los angulos de las articulaciones de la posicion actual

5

theta = tintineo

6 # Obtiene matrices de transformacion para cada 6 fotogramas
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7 T = np. ceros ( forma = (6 v ))

8

9 # C onstruye las cuaterniciones duales

10

1

12

20

21

22

23

24

26

27

DQLista =[]

parami |nrangje (6):
T[i]=([[cos(theta[i]),—sin(theta[i]),a[i]][sin(the&,[i]) )
cos (alphaa[i]),cos (theta[yo]) cos(
alfaal[i]),-sin(alfaa[i]),-sin(alfaa[i]) d[i]][sin(theta ,

[i]) sin(alfaa[i]),cos(theta[i]) pecado (

alfaali]), cos(alfaa[i]),cos(alfaali]l) d[ill,
[0,90, ,1]])

print ("\ nT r an sfo rm a ti on Matrix for Frame” Jg,a yo +1,"\n”
Tlyo])

# D e riva el Cuaternion Dualdela Transformacién
Matriz

DualQuat = DualQuaternion ( Quaternion ( matriz="T[i]),
Cuaternion (vector=T[i][0: 3 ,31))

print ( "Cuaternion dual: ([~ ,Dual Quat . q, "], , DUalQuat . pag, ”>)

)

# Almacenar el Dual Quaternion en la lista
DQList. agregar (DualQuat)

devolver DQList

Igual que en el enfoque anterior, almacenamos los cuaterniones duales en una lista y
paselo al primer método que realiza la transformacion. el doble final

el cuaternion que representa la transformacion final sera diferente del

otro enfoque. Esto se debe a que en la derivacién por AA, estamos basando la
cuaterniones duales solo en el marco base mientras que para el enfoque TM, cada

los cuaterniones duales se derivan con respecto a sus propios marcos. en cualquiera de
estos enfoques, las coordenadas TCP finales siempre seran las mismas.

Aplicacion practica

Para la aplicacion, usamos un método record pose que toma la corriente

pose del robot y lo graba en un archivo de texto. Los coeficientes de este dual

el cuaternion derivado de los angulos de las articulaciones del robot se almacena en un texto
archivo. Se pueden grabar varias poses en el archivo de texto. Aparte de esto, el

La cinematica directa también se utiliza para filtrar las combinaciones de angulos derivadas en

la cinematica inversa comprobando si sus transformaciones equivalen a la
transformacién deseada escrita en el archivo de texto.
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cinematica inversa

Para la cinematica inversa, nuestro objetivo es determinar los angulos de articulacion que
darnos nuestra pose deseada (rotacién y traslacion). Por lo tanto, ahora se nos da

la transformacion final y la usamos para derivar los valores de los seis angulos de
articulacién correspondientes. Usamos el método de obtener cinematica inversa para realizar
la derivacion. Comenzamos definiendo las coordenadas en el Cuadro 6 (Mufieca 3)

y las coordenadas correspondientes en el Cuadro 5 (Mufieca 2).

1 # Da salida a angulos de articulacion de cinem aticos inversos

2 def getinversekinematics (pose deseada):

3

print ( "\ nDe si pose roja : pose deseada . q,

4 #Transforma ci6ndese ada del Cuadro 1 al 6

5DQ16 = pose deseada =

6 # Parte de rotacion

7
8
9

10

w6 =DQ16.q[0]
a6=DQ16.q[ 1]
b6 =DQ16.q[2]
c6=DQ16.q[3]

11 # T ran sl ation Part

12

13

15

x6 =DQ16.pag[1];
y6 =DQ16.pag[2];
z6=DQ16.pag[3];

16 # Eliminar T ran sl a ti on from Frame 5

17

18

19

20

21

DQ5i = Cuaternién Dual ( p=Cuaternion ( vector =[0,d [ 5]

DQ15p = DQ16. multiple (DQ5i)
x5 =DQ15p.pag[1]
y5 =DQ15p. pag[2]
z5=DQ15p . pag[3]

= pose deseada. pag ) ;

,01))

La traduccién de la Mufieca 3 a la Mufieca 2 se demostro en la Seccién 4.3.3.

Calculo para Base (61)
Para calcular 81, usamos la ecuacion (4.11):
01 = atan2(—x5, y5) * atan2( x

Esto se expresa mediante el siguiente codigo,

1 # Calcular valores posibles para Theta 1

2

3

4

theta 1 =[]

t1 1 =atan2 (-x5, y5 )+atan2 ( raiz cuadrada ( x5
t12 =atan2 (-x5, y5 )—atan2 ( raiz cuadrada ( x5

5# (base) Theta 1: 2 valores

6
7

teta1.agregar(t11)
teta1.agregar(t12)

2+y5
2+y5

2-d[3]
2-d[3]

2),-d[3])
2),~d[3])

Esto da como maximo dos valores posibles para 01.
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Calculo para mufieca 2 (65)

Para calcular 85, usamos la ecuacion (4.13):

x6 sen 61 — y6 cos 61 — d4

05 = tcos
d6é
Esto se expresa mediante el siguiente cadigo,
1 # Calcular valores posibles para Theta 5
2 theta15=[]
3 para t 1 en theta 1 : # Para cada valor de Theta 1
4 # Ev alu a te expres si onfor Theta 5
5 exp5=(x6 sen(t1)y6 cos(t1)-d[3])/d[5]
6 # Comprueba si esta dentro del dominio forarccos
7 si ( exp5<=1y exp5>=-1):
8 t5=acos (exp5)
9 elif (redondear (exp5)<=1 y redondear (exp5 )>=-1):
10 t 5 = acos (redondo (exp5))
" otra cosa : conti nuo
12 # (Muneca 2) Theta 5: 2 Valores
13 theta 15 . anadir ([t1t5])
14 theta 15 . afadir ([t1 -t5])

Consideramos que arccos tiene dominio de solo [-1, 1]. Por lo tanto, para prevenir
errores de tiempo de ejecucion, redondeamos los valores y comprobamos si ahora estan dentro de este

dominio. Esto da de nuevo dos valores posibles para 65.

Calculo para mufieca 3 (66)
Para calcular 86, usamos la ecuacion (4.28):
06 = 2atan2(y - B, a + d)

dénde,
wc 1+cs 1 ac 1+bs 1 como 1 - bc 1 g ws 1-cc 1
c5 s5 c5 s 5
Esto se expresa mediante el siguiente codigo,

1 # Calcular valores posibles para Theta 6

2 theta 156 =[]

3 parat1t5entheta15:

4 t1=t1t5[0]

5 t5=t1t5[1]

6

7 # Evita la singularidad para Theta 6
8 si (t 5==0) :
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9 t156=[t1si , ,0]

10 t156noestaentheta156:

1 theta156.agregar(t156)

12 continuar

13

14 # Ev alu a te expres si onfor Theta 6

15 tm1=((w6 cos(t1/2)tc6 sin(t1/2))/cos(t5/2))
tm2=((a6 cos(t1/2)tb6 sen(t1/2))/sen(t5/2))

17 tm3=((a6 sen(t1/2)-b6 cos(t1/2))/cos(t5/2))

18 tm4=((w6 sen(t1/2)-c6 cos(t1/2))/sen(t5/2))

19

20 # (Mufieca 3) Theta 6: 1 Valor

21 t6=2 atan2 (tm3-tm2 tm1+tm4 )

22 theta 156 . afadir ([t1t6]) , 5 ,

Esto da solo un valor posible para 66.

Ahora, para definir los siguientes angulos. Necesitamos realizar una traduccion.
de nuevo. Necesitamos obtener la transformacion del Cuadro 2 (Hombro) al Cuadro
4 (Mufieca 1), por lo tanto necesitamos Q2 . Esto se discutié en la Seccion 4.3.4.

1 # Transformacion derivada del cuadro 2 al cuadro 4
2 DQ24f =[]

3 parat156enthetal156:
4 t1=t156[0]
5 t5=t156[1]
6 t6=t156[2]
7 # D e riva el cuaterni 6n dual inverso de las articulaciones 1 6 , 0
8 g1 =np. concatenar (([cos (t1/2)],np.multipy (sin(t1/2),
(o, 0,-1))
9 DQ1i = DualQuaternion (Quaternion (q1), Quaternion (vector
=[0,0,-d[0]]))
10 g5 = np. concatenar (([cos (t5/2)],np.multipy(sin(t5/2),

(0. 0, 11)))
1 DQ5i = Cuaternién dual ( Cuaternion (g5 ), Cuaternion ( vector =[0 ,

re ,01))
12 [5]196 =np.concatenar (([cos (t6/2)],np.multipy(sin(t6/2),
(o, 1. ony
13 DQ6i = Cuaternién dual ( Cuaternion ( g6 ) , Cuaternion ( vector
=0 ,0,01))
14 #DerivalaTran sformacié n del Marco 2 al Marco 6
15 DQ26 = DQ1i. multiple (DQ16)
#D erivalaTran sformacidn Del Marco 2 al Marco 5
17 DQ25 = DQ26. multiple (DQ6I)
18 #DerivalaTran sformacién del Marco 2 al Marco 4
19 DQ24 = DQ25. multiple (DQ5i)
20 # Eliminar T ran sl a ti on del Cuadro 4
21 DQ4i = Cuaternién Dual ( p=Cuaternion ( vector =[ 0 DQ24f . append ,0 re [4]11))
22 ([DQ24. mult (DQ4i),t156])
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Para cada combinacion de angulos de 61, 65 y 66, derivamos su correspondiente

cuaternién dual inverso Q-1 1.,0-15 YQ-1 6_Usamos estos inversos para derivar

la transformacion Q2 4 . Entonces, revertimos la traduccion hecha por Q4 por también
usando su inverso Q-1 4 . Luego, las transformaciones se almacenan en una lista a lo largo de

con el conjunto de angulos [61, 85, 66] que los generd. Todos estos seran
utilizado en el calculo de los angulos de unién restantes.
Calculo para codo (63)

Para calcular 83, usamos la ecuacion (4.38):

245 2 —un2 - un?
X2 +z 2 -unZ —un

03 = tacos
2a2a3

Esto se expresa mediante el siguiente cadigo,

1 # Calcular valores posibles para Theta 3

2

20

21

22

23

24

25

26

27

elta1356q=[]

para dg en DQ24f:
w4=dq[0].q[0]
b4d=dq[0].q[2]
x4=dq[0].pag[1]
y4=dq[0].pag[2]
z4=dq[0].pag[3]
q4 =[wld b4, ,x4,y4,  z4]

t1=dq[1][0]
t5=dq[1][1]
t6=dq[1][2]

# Ev alu a te expres si onfor Theta 3
exp3 = ( (x4 2+z4 2 )-a([3] 2-a[2] 2)/(2 a[2] a[3])

# Comprueba si esta dentro del dominio forarccos
si (exp3<=1y exp3>=-1):
t 3 =acos (exp3)
elif (redondear (exp3)<=1y redondear (exp3 )>=-1):

t 3 = acos (redondo ( exp3) )
otra cosa : conti nuo

# (Codo ) Theta 3 : 2 Valores
elta1356q.agregar([t1t5theft%1,3 g ,041)
56 q.agregar ([t1 -3, 5 t56q41)

Lo mismo con 65, también consideramos que los resultados estan dentro del dominio de arccos.
Esto da como maximo dos valores posibles para 63.
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Calculo para hombro (62)

Para calcular 62, usamos la ecuacion (4.41):
02 = atan2(z4(a2 + a3 cos 63) — x4a3 sen 03, x4(a2 + a3 cos 63) + z4a3 sen 63)

Esto se expresa mediante el siguiente cédigo,

1 # Calcular valores posibles para Theta 2

2 elta12356q-=[]
3 para t1356genelta1356q:

4 t1=1t1356q[0]

5 t3=11356q[1]

6 t5=11356q[2]

7 t6=1t1356q [ 3]

8 x4 =11356q[41[2]

9 z4 =11356q[4][4]

10 # Ev alu a te expres si onfor Theta 2

1 t2=atan2 ((z4 (un[2}+un[3] <cos(t3))-x4 a[3] sin(t3)),(x4 (un
[2]+a[3] cos(t3))+z4 a[3] sin(t3)))

12 # ( Hombro ) Theta 2 : 1 Valor

13 elta12356q.afadir ([t1t5 ,122 83 | 16 t1356q[4]])

Esto da solo un valor posible para 62.

Calculo para mufieca 1 (64)

Para calcular 84, usamos la ecuacion (4.44):

04 = —2atan2(w4s (2+3) + b4c (2+3), wdc (2+3) — bds (2+3))

Esto se expresa mediante el siguiente cédigo,

1 # Calcular valores posibles para Theta 4

2 elta123456 =]
3 para t12356genelta12356q:

4 t1=112356q[0]

5 t2=112356q [ 1]

6 t3=112356q[2]

7 t5=112356q [ 3]

8 t6=112356q[4]

9 w4 =112356q[5]1[0]

10 b4 =112356q[5][ 1]

1 # Ev alu a te expres si onfor Theta 4

12 t4=-2 atan2 ((w4 sen((t2+t3)/2))Hb4 cos((t2+t3)/2))), (w4
cos((t2+t3)/2))-(b4 sin((t2+t3)/2)))

13 # (Mufieca 1) Theta 4: 1 Valor

14 elta123456.afadir ([t1t3 ,12 , 4 5 t6])

Esto da solo un valor posible para 64.
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Filtracion de combinaciones de angulos y aplicacién practica

Para filtrar y verificar las combinaciones de angulos resultantes, derivamos su cinematica
directa correspondiente que representa la transformacion final realizada.

por estos angulos. Si esta transformacion no es aproximadamente igual a nuestra
transformacion deseada, luego filiramos estos angulos y dejamos solo aquellos

que satisfacen nuestra igualdad dentro de la tolerancia de 1e — 3. Esto se hace a continuacion.

1 # Obtener el cuaternion dual final correspondiente basado en el

c ombin a cién de angulos

tintineos =[]
print ( "\ nConjunto de posibles angulos de unién: \ n” para ,elta123456)
thetaenelta123456:

FinalDQ = getforward ki n em a ti cs ( "AA” , theta)

print ( "\nComparacién de cuaterniciones duales: ” )

imprimir (” Postura deseada: \n ([” ,DQ16.q,7],, DQ)16. p,”>)")

print (" Pose actual: \'n ([” ,FinalDQ.q,"],, FifalDQ.p,">)")

si (DQ16. es igual a (FinalDQ)) :
imprimir ( "jCriterios PASADOS!" )
tintineos agregar (theta)

else : imprimir ( ”jCriterios FALLIDOS!” )

print ( "\ nAngulos de unién fin al : , tintineos )

tintineo de retorno

Para la aplicacion, primero construimos el cuaterniéon dual representado por el
coeficientes del archivo de texto generado por el método de pose de registro. Entonces,
aplicamos la cinematica inversa y usamos los primeros angulos de unién resultantes como
entrada para el movimiento del robot. (También se puede hacer un criterio adicional

para encontrar la combinacién éptima de angulos de articulacion)

1# Mueve al robot de la T r an sfo rm a ¢ i6 n Dual Quaternion dada

2 def mover robot (dqcoeff): -

3

# Toma los coeficientes du al quater ni y crea el
du al quater ni on

DQ de si redpose = DualQuaternion ( Quaternion ( array=dqcoeff -
[0:4]), Cuaternidn ( array=dqcoeff[4:8]))

# A plica cinem a tico inverso para derivar los angulos de articulaciéon
angulosarticulados = obtenercinematica inversa ( DQ de si redpose ) -

» »

imprimir ( "\nHay , len (4ngulos de las-articulaciones) ,  posposibles! ”

)

# Mueve el ro b ot dados los angulos de las articulaciones
robar movej (angulos de articulacién [ 0 ] acc =1, v el =1, w ai t=F al se )
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4.5 Verificacion de resultados

El programa comienza con la funcién de registro de pose:

& *Python 3.7.2 Shell* - O X

File Edit Shell Debug Options Window Help

Python 3.7.2 (tags/v3.7.2:9a3ffc0492, Dec 23 2018, 23:09:28) [MSC v.1916 64 bit
(AMDA4} ] on win32

Type "help", "copyright", "credits" or "licensze{)" for more information.

>>>

RESTART: C:/Users/Diana/Desktop/InterMaths 2017-2019/Year 2 - Mathematical Engi
neering (Czech)/5th Applications of Quaternion in Robot Control/TH3 - Documentat
ion/AQRK.py

Starting AQRK Program...

»»>» record_pose()

Current Joint Angles: (0, -1.5707963267948966, 0, -1.5707963267948%66, 0, 0]

Deriving Forward Kinematics from Angle-Axis Representation...
Dual Quaternion: {[ 1.000 +0.000i -0.000j +0.000k ],< 0.000 +0.0001 +0.00037 +0.15

>
gial)guate:nion:([ 0.707 -0.0004i +0.7073 -0.000k 1,< 0.000 -0.0001 +0.00037 +0.24
gﬁai)Quaternion:([ 1.000 +0.000i -0.000j +0.000k ],< 0.000 -0.213i -0.1123j -0.00
gﬁai)Quaternion:([ 0.707 -0.000i +0.707j -0.000k ],< 0.000 -0.085i +0.000j -0.00
gﬁai)Quaternion:([ 1.000 +0.000i -0.000j -0.000k ],< 0.000 -0.000i -0.0823 +0.00
gﬁaI)Quatetnion:([ 1.000 +0.000i -0.000j +0.000k ],< 0.000 +0.000i +0.0003j +0.00
0k >)

Forward Kinematics (by Dual Quaternion):
([ -0.000 +0.000i +1.000j -0.000k ],< 0.000 -0.000i -0.1%943 +0.694k >)

Initial TCP Coordinates (at zero pose): [ 0. -0.2 0. ]

After Rotation: [ 4.59169004e-50 -2.00000000e-01 2.44929360e-17]
After Translation: [-2.52078802e-17 -3.94250000e-01 6.94150000e-01]

Transformed TCP Coordinates:
[-0. -0.394 0.694]

Record this pose? (V) |

Ln:29 Col: 21

Esta es la pose base del robot dada por el siguiente conjunto de angulos:

Base: 61 =0 Hombro: 62 = 7 Codo: 63=0

Mufieca 1: 64 = Tn Mufieca 2: 65 =0 Mufieca3: 66 = 0
Los cuaterniones duales anteriores se derivan con respecto a estos angulos junto con
su eje de rotacion y sus correspondientes traslaciones. Esto se puede verificar en la
Seccion 4.2.1. Estos luego se multiplican y el producto se establece como el cuaternion
dual que representa la transformacion final. El punto central de la herramienta del efector
final se transforma luego de las coordenadas (0, -0.2, 0) a (0, -0.394, 0.694) con respecto
al marco base.
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La pose de registro de funcion esta configurada para usar la representacion de eje-angulo. Para fines de
demostracion, la derivacion de la cinematica directa a partir de una matriz de transformacion también se
puede realizar llamando a la funcién de cinematica directa estableciendo los angulos de unién como

parametros y TM como el modo de transformacion. La implementacion se demuestra a continuacion:

S5 get_forward_kinematics(”TM",rob.getj())
Current Joint Angles: [0, -1.5707963267948966, 0, -1.5707963267948%966, 0, 0]

Deriving Forward Kinematics from Transformation Matrix...
Computing Transformation Matrix by Denavit-Hartenberg Parameters...

Transformation Matrix for Frame 0 to 1

[T 1 -0. 0. H:: 1
[ 0. T 0. =05 1
[ O. 0. 1 0.1519]
[ 0. 0. s 1 11

Dual Quaternion: ([ 1.000 +0.000i +0.000j +0.000k ],< 0.000 +0.000i -0.0003 +0.15Zk >)

Transformation Matrix for Frame 1 to 2
[[ 6.12323400e-17 1.00000000e+00 0.00000000e+00 0.00000000e+00]
[-6.12323400e-17 3.74939946e-33 -1.00000000e+00 -0.00000000e+00]
[-1.00000000e+00 6.12323400e-17 6.12323400e-17 0.00000000e+00)
[ 0.00000000e+00 0.00000000e+00 0.00000000e+00 1.00000000e+00]]
Dual Quaternion: ([ 0.500 +0.500i +0.500j -0.500k ],< 0.000 +0.000i -0.0003 +0.000k >)

Transformation Matrix for Frame Z to 3

[T 1« -0. (LS -0.24365]
[ i -0. =1, ]
[40.< 0. 1. Q. ]
[ 0. 0. 0. it 11

Dual Quaternion: ([ 1.000 +0.000i +0.000j +0.000k ],< 0.000 -0.244i -0.000j +0.000k >)

Transformation Matrix for Frame 3 to 4
[[ 6.123234e-17 1.000000e+00 0.000000e+00 -2.132500e-01]
[-1.000000e+00 6.123234e-17 -0.000000e+00 -0.000000e+00]
[-0.000000e+00 0.000000e+00 1.000000e400 1.123500e-01]
[ 0.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00 1.000000e+007]
Dual Quaternion:{[ 0.707 +0.000i +0.0003j -0.707k ],< 0.000 -0.213i -0.0003 +0.112k >)

Transformation Matrix for Frame 4 to 5
[[ 1.00000000e+00 -0.00000000e+00 0.00000000e+00 O0.00000000e+00]
[ 0.00000000e+00 6.12323400e-17 -1.00000000e+00 -B8.53500000e-02)
[ 0.00000000e+00 1.00000000e+00 6.12323400e-17 5.22618022e-18]
[ 0.00000000e+00 0.00000000e+00 0.00000000e+00 1.00000000e+00]]
Dual Quaternion: ([ 0.707 +0.7071 +0.000j +0.000k ]},< 0.000 +0.000i -0.085j +0.000k >)

Transformation Matrix for Frame 5 to 6
[[ 1.00000000e+00 -0.00000000e+00 0.00000000e+00 0.00000000e+00]
[ 0.00000000e+00 6.12323400e-17 1.00000000e+00 8.19000000e-02]
[-0.00000000e+00 -1.00000000e+00 6£.12323400e-17 5.01492864e-18)
[ 0.00000000e+00 0.00000000e+00 0.00000000e+00 1.00000000e+00]]
Dual Quaternion: ([ 0.707 -0.707i +0.000j +0.000k ],< 0.000 +0.0001i +0.0823j +0.000k >)

Forward Kinematics (by Dual Quaternion):
([ 0.000 +0.000i +0.707j -0.707k ],< 0.000 +0.0001 -0.1943 +0.694k >)

Initial TCP Coordinates (at zero pose}: [0. 0. D0.2]

After Rotation: [ 0. -0.2 0.
After Translation: [ O. -0.39425 0.689415]

Transformed TCP Coordinates:
(11 -0.394 0.694]

El cuaternién dual que representa la transformacion final en ambos enfoques es claramente diferente,
pero las coordenadas transformadas son las mismas.

Tenga en cuenta que también estamos usando diferentes coordenadas TCP iniciales.
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4.5, Verificacion de Resultados

La funcion record pose almacena las poses en un archivo y la funcion run poses
recupera los coeficientes de los cuaterniones duales almacenados en el archivo y

genera los angulos correspondientes a estas transformaciones. Esto se demuestra a
continuacion:

_& Python 3.7.2 Shell - m] pe

File Edit Shell Debug Options Window Help
> run_poses() ~

Desired Pose: -0.000 +0.000i +1.000j -0.000k 0.000 -0.000i -0.194j +0.694k

set of Possible Joint Angles:

[[6.283185307179586, -1.570796340704604, 2.9802322387695312e-08, 4.7123889644920745,
0.0, 0], [6.283185307179586, -1.5707963128851894, -2.9802322387695312e-08, 4.712388996
277305, 0.0, 0], [0.0, -1.5707963407046037, 2.9802322387695312e-08, -1.57079634268751Z2
, 0.0, 0], [0.0, -1.570796312868518%94, -2.9802322387695312e-08, -1.5707963109022816, 0.
0, 011

Current Joint Angles: [6.283185307178586, -1.570796340704604, 2.9802322387695312e-08,
4.7123889644920745, 0.0, 0]

Deriving Forward Kinematics from Angle-Axis Representation...

Dual Quaternion: ([ -1.000 +0.000i -0.0003 +0.000k ],< 0.000 +0.000i +0.0003 +0.152k >)
Dual Quaternion: ([ 0.707 -0.000i +0.707j -0.000k 1,< 0.000 +0.0001 +0.000j +0.244k >}
Dual Quaternion: ([ 1.000 +0.000i -0.000j +0.000k ],< 0.000 -0.2131 -0.1123 -0.000k >}
Dual Quaternion: ([ -0.707 +0.000i -0.707j +0.000k ],< 0.000 -0.085i +0.0003j +0.000k >}
Dual Quaternion: ([ 1.000 +0.000i -0.000j -0.000k ],< 0.000 -0.0001 -0.0827 +0.000k >}
Dual Quaternion: ([ 1.000 +0.000i -0.000j +0.000k ],< 0.000 +0.000i +0.000j +0.000k >)

Forward Kinematics (by Dual Quaternion):
([ -0.000 +0.000i +1.000j -0.000k ],< 0.000 +0.0004i -0.1947 +0.694k >

Initial TCP Coordinates (at zero pose): [ 0. -0.2 0. ]

After Rotation: [-4.B985872e-17 -2.0000000e-01 2.4492936e-17]
After Translation: [-3.60044906e-17 -3.94250000e-01 6.94150000e-01]

Transformed TCP Coordinates:
[=D= -0.394 D0.694]

Comparing Dual Quaternions:

Desired Pose:

([ -0.000 +0.000i +1.000j -0.000k ],< 0.000 -0.0001 -0.1947 +0.694k >)
Current Pose:

([ -0.000 +0.0001 +1.000j -0.000k ],< 0.000 +0.0001i -0.1943 +0.694k >}
PASSED criteria!

Habia 4 posibles combinaciones de angulos. Esto se verifica aun mas comprobando
si su transformacion correspondiente (representada por el cuaternién dual) es
aproximadamente igual a nuestra transformacién deseada como también se ve arriba.

Los resultados finales al final estan dados por,

Final Joint Angles: [[6.283185307179586, -1.570796340704604, 2.9802322387695312e-08, 4
.1123889644920745, 0.0, 0], [6.283185307179586, -1.5707963128851894, -2.98023223876953
1Ze-08, 4.712388996277305, 0.0, 0], [0.0, -1.5707963407046037, 2.9802322387695312e-08,
-1.570796342687512, 0.0, 0], [0.0, -1.5707963128851894, -2.9802322387695312e-08, -1.57
0796310%022816, 0.0, 0]]

There are 4 possible pose(s).!
>3

Por lo tanto, todas las combinaciones fueron validas y todas ellas transformaran el
punto central de la herramienta de nuestro robot a la pose deseada (mismas
coordenadas TCP transformadas) que es la solucion de la cinematica inversa.

73



Machine Translated by Google



Machine Translated by Google

Capitulo 5

Conclusiones y
Recomendaciones

5.1 Conclusion

La tesis pudo demostrar con éxito el uso del dlgebra de cuaterniones

en la representacion de cinematicas para aplicaciones robéticas en particular con

el robot universal UR3 de 6 grados de libertad. Tanto su cinematica directa como inversa.

se derivaron utilizando los principios de los cuaterniones. Estos estan contenidos en

Seccién 4.2 Cinematica Directa por Cuaterniones Duales y Seccion 4.3 Inversa

Cinematica por Cuaterniones Duales. Una aplicacion practica de programacion fue

también se desarrollé6 como se muestra en la Seccion 4.4.2 Aplicacion de programacién Python para

confirmar la precision de la cinematica derivada.

Aparte de esto, en base a nuestro analisis de los resultados, también podemos concluir

las siguientes declaraciones:

1. Los cuaterniones duales presentan una forma mas compacta de representar transformaciones
tridimensionales. Por lo tanto, también ofrece una ventaja considerable en términos de

eficiencia de almacenamiento.

(a) Esto se debe a que los cuaterniones requieren solo cuatro elementos para representar
una rotacién en comparacioén con la rotaciéon mas utilizada.
matrices que involucra 9 elementos.

(b) Para la transformacién en tres dimensiones que implica rotacion y traslacion. Una

matriz de transformacién homogénea consta de 16 elementos en los que cuatro
elementos son triviales, mientras que una dual

el cuaternion solo necesita 7 elementos para representar la misma transformacion.
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Capitulo 5. Conclusiones y recomendaciones

2. La realizacion de transformaciones multiples por cuaterniones duales también tiene una
ventaja en términos de solidez computacional y precision numérica, especialmente al
tratar con la cinematica de un robot.

(a) La combinacion de transformaciones utilizando matrices de transformacion
homogéneas implica multiplicar matrices de 4x4, lo que implica varias operaciones
aritméticas y trigonométricas que pueden disminuir considerablemente la precision
numérica de la solucion.

(b) Realizar la multiplicacién de cuaterniones es comparable a la multiplicacién de
polinomios y al mismo tiempo incorporar las leyes de multiplicacién para las
unidades de cuaterniones. Esto lo hace mas eficiente y también mas preciso
numéricamente ya que implica menos operaciones aritméticas y trigonométricas.

3. Los cuaterniones también ofrecen una gran ventaja en términos de normalizacion y
facilidad de derivacion.

(a) Los cuaterniones son mas faciles de normalizar que las matrices. Una matriz de
rotacion tiene que ser ortogonal y debe tener un determinante de 1.
Para los cuaterniones, tiene que ser un cuaternién unitario, lo que significa que
tiene que tener una norma unitaria. Esto se puede hacer simplemente dividiendo
los cuatro elementos de los cuaterniones por su magnitud.

(b) Los cuaterniones duales se derivan facilmente usando la representacion eje-angulo

en la que solo necesitamos determinar la relacion del eje de rotacién actual con el
marco de coordenadas base.

4. Los cuaterniones duales no son susceptibles al bloqueo de cardan.

(a) Aunque no se discute en este estudio, el bloqueo del cardan es un problema serio
al tratar con rotaciones en el espacio tridimensional. Imagine tres cardanes que
representan rotaciones sobre cada tres ejes; por lo tanto, representa los tres
grados de libertad. Estos se definen como balanceo, cabeceo y guifiada. Ocurre
cuando los cardanes externo e interno se alinean entre si y pierden un grado de
libertad. Esto se debe al hecho de que la rotacion que puede realizar cualquiera de
estos dos gimbals ahora se considera la misma. Euler Angles es famoso por ser
susceptible a esta rara ocurrencia.

(b) Se sabe que los cuaterniones, al igual que las matrices de rotacion, no son
susceptibles al bloqueo cardanico. Esto se debe a que representan la orientacion
como un valor en lugar de tres valores separados y relacionados.
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5.2. Recomendacion

5. La facilidad para representar la cinematica del robot mediante cuaterniones duales

depende del tipo de cinematica que se derive y de la estructura cinematica del
robot.

(a) Para la cinematica directa, es aconsejable derivar las rotaciones mediante
un enfoque de eje-angulo en comparacion con partir de una matriz de
rotacion y luego convertirla en cuaterniones unitarios. De esta manera,
claramente habra menos operaciones a realizar en comparacion con la
transformacién homogénea tradicional.

(b) Para la cinematica inversa, la dificultad de derivar férmulas para los angulos
aun se conserva en los cuaterniones duales. Esto generalmente depende
de la estructura cinematica del robot, como en nuestro caso. Pertenece a
la relacién de la transformacién que puede realizar cada articulacion con la
transformacion final. En nuestro caso, tuvimos que dividir las
transformaciones en tres. Sin embargo, en algunos casos, puede suceder
que ciertas formulas ya puedan derivarse solo de las ecuaciones generadas
en la transformacién final. (c) Para seguir aplicando el

concepto de cuaterniones en la cinematica inversa, también tuvimos que
analizar y calcular varias ecuaciones que pueden representar las
transformaciones realizadas por cada articulaciéon. Esto lo hace mas tedioso
en comparacion con la convencion normal que generalmente se realiza
utilizando el enfoque de solucidon geométrica.

Con suerte, estas ventajas se consideraran suficientes para que los cuaterniones duales
se utilicen mas ampliamente no solo en el campo de la robética y los graficos por
computadora, sino también en otras areas que implican trabajar en el espacio tridimensional.

5.2 Recomendacion

Para futuras investigaciones, se recomienda encontrar si existe una forma mejor y mas
eficiente de representar la cinematica del robot, particularmente para la cinematica
inversa. Para Universal Robot UR3, la solucién de cinematica inversa se puede filtrar
aun mas considerando solo un cierto rango de movimientos.

También se pueden aplicar ciertas condiciones para determinar la solucion 6ptima que
dara la pose deseada. Como esta investigacion se centrd solo en la aplicacion de
cuaterniones en la cinematica de robots, puede extenderse aun mas a su aplicacién en
el control de robots en general. Esto puede implicar un paso adicional de realizar la
interpolacion de cuaterniones. Esto contribuye a encontrar el camino éptimo para la
trayectoria del robot. Esto sera bueno para futuras investigaciones ya que también es
una de las aplicaciones utiles y conocidas de los cuaterniones.
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Apeéndice A

Robot universal UR3
Especificaciones tecnicas
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UNIVERSAL ROBOTS

Detalles técnicos

UR3 CAJA DE CONTROL

Actuacion Caracteristicas
Repetibilidad 0,1 mm / £0,0039 pulg. (4 milésimas de pulgada) clasificacion IP 1P20
. o Sala limpia de clase ISO
Rango de temperatura ambiente 0-50 P 6
El consumo de energia Min. 90 W, Tipico 125 W, Max. 250 W Ruido <650B(A)
Operacién de colaboracion 15 funciones de seguridad ajustables avanzadas. puertos de E/S entrada digital -
Funcién de seguridad aprobada por TGV NORD Salida digital -

Especificacion

Probado de acuerdo con:

EN ISO 13849:2008 PLd

Carga util

3 kg /6,6 libras

Alcanzar

500 mm/19,7 pulgadas

Grados de libertad

entrada analégica

salida analdgica

Fuente de alimentacion de E/S

24V 2A

Comunicacion

TCP/IP 100 Mbit, Modbus TCP,

Profinet, Ethernet IP

Fuente de alimentacion

100-240 VCA, 50-60 Hz

6 juntas giratorias Rango de temperatura ambiente 0-50°
Programacién Interfaz grafica de usuario Polyscope en pantalla tactil de 12 Fisico
pulgadas con montaje Tamad .
‘amafio de la caja de control (An. x Al. x Pr.) 475 mm x 423 mm x 268 mm /
18,7 x 16,7 x 10,6 pulgadas
Movimienot Peso 15 kg /33,1 libras
Brazo roboético de movimiento de ejes Rango de trabajo Velocidad maxima Materiales Acero
Base +360° +180°/seg.
Hombro +360° + 180°/seg.
Codo 360" £ 180'Is0g COLGANTE ENSENANZA
Murieca 1 +360° + 360°/seg.
= Caracteristicas
Muiieca 2 +360° +360°/seg. aracteristicas
- i clasificacion IP 1P20
Mufieca 3 Infinito +360°/seg.
Herramienta tipica 1 m/seg. / 39,4 pulg./seg.
Fisico
Caracteristicas Materiales Aluminio, PP
clasificacion IP Pea Peso 1,5kg /3,3 libras
Sala limpia de clase ISO 5 Longitud del cable 4,5m /177 pulgadas
Ruido 70dB

Montaje de robots

Cualquier

puertos de E/S entrada digital 2
Salida digital 2
entrada analégica 2
salida analégica 0

Fuente de alimentacion de E/S en la herramienta

Fisico

12 V/24 V 600 mA en herramienta

Huella

2128mm

Materiales

Aluminio, plasticos PP

Tipo de conector de herramienta

M8

Brazo robético de longitud de cable

6 metros / 236 pulgadas

Peso con cable

11 kg /24,3 libras

* El robot puede trabajar en un rango de temperatura de 0-50°C. A alta velocidad continua de la

junta, la temperatura ambiente se reduce.
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apéndice B

Productos de transformacion para
Base a Muneca 3

Esta parte muestra los productos de transformacion para la cinematica del robot UR3
estructura desde el Marco 1 (Base) hasta el Marco 6 (Mufieca 3).

Definimos el producto dual de cuaterniones Mi como:

Mi=Qi Mi+1donde1<i<6

M6 = Q6

M5=Q5 M6=Q5 Q6

M4=Q4 M5=Q4 Q5 Q5

M3=Q3 M4=Q3 Q4 Q5 Q6

M2=Q2 M3=Q2 Q3 Q4 Q5 Q6
M1I=Q1 M2=Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 Q6

Definimos el producto de cuaternién dual Ni de la siguiente manera:

Ni+1 = Q-1; Nidonde 1<i<6

N1=QFK=([w,<a,b,c>],<x,y,z>)

N2 =Q-1 N1=Q-1% QFK

N3=Q-% N2 =Q-1% Qr1  QFK

N4 = Q-% N3 =Q-% Q-1 Q1 QFK

N5=Q-14 N4 =Q-1% Q1 Q1 Q1 QFK

N6 = Q-1 N5 =Q-% Q1 Q1 Q1 Q1 QFK
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Apéndice B. Productos de transformacién para Base toWrist 3

Productos de Transformacién de Base a Mufieca 3 (M6 = N6)

M6 = ([M61 + M62i + M63j + M64k], < M65i + M66j + M67k >)

N6 = ([N61 + N62i + N63j + N64k], < N65i + N66j + N67k >)

M61 = N61
06 02 + 63 + 64
porque —_ = W porque _—_—
2
02 + 63 + 64
+un pecado _—
2
02 + 63 + 64
-bpecado @——
2
62 + 63 + 64
+c porque @ —8M
2
M62 = N62
02 + 03 + 64
0=-wsen _— pecado
2
02 +03 + 64
+a porque —— porque
2
02 + 63 + 64
+b porque  ——————  pecado
2
02 + 03 + 64
+c pecado _— porque
2
M63 = N63
06 02 + 63 + 64
-pecado = — = w pecado —
2
062 + 63 + 64
—-aporqu¢ @ —
2
02 + 63 + 64
+b porque @—m——momomou——
2
062 + 63 + 64
+cpecadko @——
2

porque

pecado

porque

pecado

61-05
61+ 65
61+ 65

61-65

61+ 65

61 -65

61 -65

61+ 65

porque

pecado

porque

pecado

61+ 65
61-65
61-65

61+ 65

(B.1)

(B.2)

(B.3)
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0 =-w cos

-un pecado

-b pecado

+C porque

0=-d1cos85sen (62 + 63 + 064) - d4 sen 65 - a2 cos (63 + 64) cos 65 (B.5)
- a3 cos 64cosO5 + x [cos B1 cos (B2 + 63 + 64) cos 65 + sen 61 sen 65]

M64 = N64

62 + 83 + 64

2

62 + 03 + 64

2

62 + 63 + 64

2

62 + 63 + 64

2

M65 = N65

pecado

porque

pecado

porque

61 -065

61 +065

61 +65

61 -065

+y [cos (B2 + 83 + 64) cos 65 sen 61 — cos 61 sen 65]

+z cos 85 sen (62 + 63 + 64)

0=-d1 sen (62 + 63 + 64) sen 65 + d4 cos 65 — a2 cos (83 + 64) sen 65 (B.6)
— a3 cos 64senb5 + x [cos 61 cos (B2 + B3 + B84) sen B5 - cos 65 sen 61]
+y [cos (B2 + 63 + 84) sen 61 sen 65 + cos 81 cos 65]

M66 = N66

+zsen (62 + 63 + 64) sen 65 + d6

0=-d1 cos (62 + 63 + 64) — x cos 61 sen (62 + 63 + B84) — y sen
01 sen (62 + 63 + 64) + z cos (62 + 63 + 64)
+ a2 sen (63 + 64) + a3 sen 64 + d5

M67 = N67

(B.4)

(B.7)
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Apéndice B. Productos de transformacién para Base toWrist 3

Productos de Transformacion de Base a Mufieca 3 (M5 = N5)

M5 = (IM51 + M52i + M53j + M54k], < M55i + M56] + M57k >)

N5 = ([N51 + N52i + N53j + N54k], < N55i + N56j + N57k >)

M51 = N51

05 06 01
porque —= porque — = W porque —
2 2 2

+un pecado —

-b porque —

+cpecado —

M52 = N52

65 66 01

- pecado — pecado — = -w sen —

2 2 2

+aporque @ —

+b pecado —

+c porque = —

M53 = N53

65 66 01

pecado

2 2 2

- porque

62 + 63 + 64

porque

pecado

pecado

porque

pecado

porque

porque

pecado

— =wporque —  pecado

—un pecado — porque

+b porque @ — porque

+cpecado pecado

2

2

62 + 63 + 64

2

62 + 63 + 64

2

62 + 63 + 64

2

62 + 63 + 64

2

62 + 63 + 64

2

62 + 63 + 64

2

62 + 63 + 64

2

62 + 63 + 64

2

62 + 63 + 64

2

62 + 63 + 64

2

62 + 63 + 64

(B.8)

(B.9)

(B.10)

88



Machine Translated by Google

M54 = N54
05 06 01 062 + 63 + 64
- pecado porque — = -w sen — porque —_—
2 2 2
01 02 + 03 + 64
—a porque -— pecado —_—
2
01 02 + 03 + 64
-b pecado — pecado —_—
2
01 02 + 03 + 64
+C porque — orque _—
porqu porg| >
M55 = N55

—-d6 sen 65 = - d1 sen (62 + 63 + 64) — a2 cos (63 + 64) — a3 cos 64
+ x cos 61 cos (62 + 63 + 84) + y sen 61 cos (62 + 63 + 64)
+zsen (62 + 63 + 64)

M56 = N56

—-d6 cos 65 =y cos 81 — x sen 61 + d4

M57 = N&7

0=-d1cos (62 + 063 +64) +d5 + a2 sen (63 + 64) + a3 sen 64 - x cos 61
sen (62 + 63 + 64) — y sen 81 sen (62 + 63 + 64)
+ z porque (62 + 63 + 64)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)
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Apéndice B. Productos de transformacién para Base toWrist 3

Productos de Transformacion de Base a Mufieca 3 (M4 = N4)

M4 = ([M41 + M42i + M43j + M44k], < M45i + M46j + M47k >)

N4 = ([N41 + N42i + N43j + N44K], < N45i + N46j + N47k >)

Ma1=N41
05 64 + 66 01 62 + 03
porque  —— porque T = w porque porque T (B.15)
2 2 2
01 62 + 03
+un pecado - pecado -
2 2
01 62 + 83
-bporque —  pecadc ————
2 2
01 62 + 03
+cpecado porque T
2 2
M42=N42
05 64 - 66 01 02 + 63
pecado — pecado —_— =-wsen — pecada - (B.16)
2 2 2 2
01 62 + 03
+a porque — porque  ——————
2 2
01 62 + 03
+b pecado porque T
2 2
01 62 + 03
+cporque T  pecado T
2 2
M43 = N43
05 04 + 66 01 062 + 63
- porque pecado @ —————— =W porque —  pecado —————— (B.A7)
2 2 2 2
01 02 + 63
-un pecado — porque —_—
2 2
01 02 + 63
+b porque —  porque @ ————
2 2
01 02 + 63
+c pecado pecado -
2 2
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M44 = N44
§ 05 64 - 66 = —wsen 61 62 + 63
— pecado —_ porque —_— - porque =
2 2 2 2 (B.18)
01 02 + 63
-aporque  _—  pecado @ —
2 2
01 02 + 63
-b pecado I pecado I —
2
01 02 + 63
+Cc porque @ — porque A"
2
M45 = N45
—-d6 cos 64 sen 65 + d5 sen 84 = - d1 sen (62 + 63) — a2 cos 63 — a3 + x cos (B.19)

61 cos (62 + 63)
+y sen 61 cos (62 + 63)
+ 2z sen (62 + 63)

M46 = N46
—-d6 cos 65 =y cos 61 — x sen 61 + d4 (B.20)
M47 = N47
-d6 sen 64 sen 65 - d5 cos 84 = - d1 cos (62 + 63) + a2 sen 63 - x cos (B.21)

01 sen (62 + 63)
-y sen 061 sen (62 + 63)
+ z porque (62 + 63)
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Apéndice B. Productos de transformacién para Base toWrist 3

Productos de Transformacion de Base a Mufieca 3 (M3 = N3)

M3 = ([M31 + M32i + M33j + M34k], < M35i + M36j + M37k >)

N3 = ([N31 + N32i + N33j + N34k], < N35i + N36j + N37k >)

M31 = N31

05 03 + 64 + 66
porque — porque —_— = W porque
2 2

+un pecado
-b porque

+c pecado

M32 = N32

05 63 + 64 - 66

pecado — pecado —_— =-wsen

2 2

+a porque
+b pecado

+C porque

M33 = N33

05 063 + 64 + 66
-porque —  pecade —————— =W porque
2 2

—un pecado

+b porque

+c pecado

porque

pecado

pecado

porque

pecado

porque

porque

pecado

pecado

porque

porque

pecado

(B.22)

(B.23)

(B.24)
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- pecado

—-d6 cos (83 + 84) sen 65 + d5 sen (63 + 64) + a3 cos 63 = - d1

M34 = N34
05 063 + 64 - 66
s porque —_— = -wsen
2
-a porque
-b pecado
+C porque
M35 = N35

porque

pecado

pecado

porque

sen 02 — a2 + x cos 61 cos 62

+y sen 61 cos 62 + z sen 62

M36 = N36

—d6 cos 65 - d4 =y cos 61 — x sen 61

M37 = N37

—-d6 sen (63 + 84) sen 65 — d5 cos (63 + 64) + a3 sen 63 =

—d1 cos 62 - x cos 61 sen 62

-y sen 61 sen 62 + z cos 62

(B.25)

(B.26)

(B.27)

(B.28)
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Apéndice B. Productos de transformacion para Base toWrist 3

Productos de Transformacion de Base a Mufieca 3 (M2 = N2)

M2 = ([M21 + M22i + M23j + M24k], < M25i + M26j + M27k >)

N2 = ([N21 + N22i + N23j + N24k], < N25i + N26j + N27k >)

porque -

pecado

- porque —

- pecado =

porque

pecado

pecado

porque

M21 = N21

62 + 03 + 64 + 06

= w porque

2
M22 = N22

62 +63 +64 - 066

= un porque

2
M23 = N23

62 + 063 + 64 + 06
2

= -un pecado

M24 = N24

62 +63 +64 - 066

= -w sen
2

M25 = N25

61

01

+ ¢ pecado

+ b pecado

+ b porque

+ ¢ porque

—-d6 cos (62 + 63 + 64) sen 65 + d5 sen (62 + 63 + 64) +a3

cos (62 + 83) + a2 cos 62 = x cos 61 + y sen 61

M26 = N26

—-d6 cos 65 — d4 =y cos 81 — x sen 61

M27 = N27

—d6 sen (62 + 63 + 64) sen 65 - d5 cos (62 + 63 + 64) +a3
sen (62 +63)+a2senB2=-d1 +z

(B.29)

(B.30)

(B.31)

(B.32)

(B.33)

(B.34)

(B.35)
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Productos de Transformacion de Base a Mufieca 3 (M1 = N1)

M1 = ([M11 + M12i + M13j + M14k], < M15i + M16j + M17k >)
N1 =([N11 + N12i + N13j + N14k], < N15i + N16j + N17k >)

M11 = N11
61-065 62 + 03 + 64 + 06
porque — porque =W
2 2
M12 = N12
61 +65 62 + 063 + 64 - 66 .
pecado pecado =u
2 2
M13 = N13
61 +65 62 + 063 + 64 + 66
— porque pecado = segundo
2 2
M14 = N14
65 - 61 62 + 63 + 64 - 66
- pecado _— porque =do
2 2
M15 = N15

—-d6 cos 61 cos (62 + 63 + 64) sen 65 + d6 cos 65 sen 61 + d4 sen 61 +d5
cos 61 sen (62 + 63 + 64) + a3 cos 61 cos (62 + 63)

+a2 cos 61 cos B2 = x

M16 = N16

—d6 cos 61 cos 65 — d4 cos 61 + d6 cos (62 + 83 + 64) sen 681 sen 65 +d5
sen (62 +B63 +04) +a3 cos (62 +63)+a2cos 02 =y

M17 = N17

—-d6 sen (62 + 63 + 64) sen 65 - d5 cos (62 + 63 + 64) + a3 sen (62 + 63) (B.42)

+a2senB2+d1 =z

(B.36)

(B.37)

(B.38)

(B.39)

(B.40)

(B.41)
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Apéndice C

Productos de transformacion para

Hombro a muneca 1

Esta parte muestra los productos de transformacién para la estructura cinematica del robot UR3
a partir del marco 2 (hombro) al marco 4 (mufieca 1).

Definimos el producto dual de cuaterniones Mi como:

Mi=Qi Mi+1donde2<i<4

M4 = Q4
M3=Q3 M4=Q3 Q4
M2=Q2 M3=Q2 Q3 Q4

Definimos el producto de cuaternién dual Ni de la siguiente manera:

Ni+1=Q-1, Nidonde2<yo<4

N2 = Q2 = (w4, < a4, b4, c4 >], < x4, y4, z4 >)
N3=Q-12 N2=Q-12 Q2 4
NAd=Q-13 N3=Q-13 Q-12 Q2 4
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Apéndice C. Productos de transformaciéon de hombro a muieca 1

Productos de transformacion de hombro a mufieca 1 (M4 = N4)

M4 = ([IM41 + M42i + M43j + M44k], < M45i + M46j + M47k >)

N4 = ([N41 + N42i + N43j + N44Kk], < N45i + N46j + N47k >)

M41 = N41
04 62 + 063 062 + 63
porque moe = w4 porque _— - b4 pecado Ee—
2 2 2
M42 = N42
62 + 063 62 + 063
0=a4 porque  ———  +c4pecado ——
2 2
M43=N43
62 + 63 62 + 063
-pecado —  =w4pecado ———— +bdporque ——
2 2
M44 = N44
62 + 063 62 + 63
0 =-a4 sen ——————  +c4porque ———
2 2
M45 = N45

0=-a2cos 63 — a3 + x4 cos (62 + 83) + z4 sen (62 + 63)

M46 = N46

0=y4 +d4

M47 = N47

0 =a2 sen 63 - x4 sen (62 + 63) + z4 cos (62 + 63)

(€.1)

(C.2)

(C.3)

(C.4)

(C.5)

(C.6)

€.7)
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Productos de transformacion de hombro a mufieca 1 (M3 = N3)

M3 = ([M31 + M32i + M33j + M34k], < M35i + M36j + M37k >)

N3 = ([N31 + N32i + N33j + N34k], < N35i + N36j + N37k >)

M31 = N31
03 + 64 4 02 02
orque . = E— - b4 d —_—
porq > w4 porque 5 pecado 5 (C.8)
M32 = N32
02 62
0 = a4 porque > + c4 pecado 3 (C.9)
M33 = N33
s 03 + 64 62 62
- pecado R = — -
5 w4 pecado 5 + b4 porque 5 (C.10)
M34 = N34
02 02
0=-a4 sen —  +c4porque — (C.11)
2 2
M35 = N35
a3 cos B3 = —a2 + x4 cos 62 + z4 sen 62 (C.12)
M36 = N36
-d4 =y4 (C.13)
M37 = N37
a3 sen 03 = -x4 sen 62 + z4 cos 62 (C.14)
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Apéndice C. Productos de transformacion de hombro a murfieca 1

Productos de transformacion de hombro a mufeca 1 (M2 = N2)

M2 = ([M21 + M22i + M23j + M24k], < M25i + M26j + M27k >)
N2 = ([N21 + N22i + N23j + N24k], < N25i + N26j + N27k >)

M21 = N21
62 + 63 + 64
porque —2 = W4 (C15)
M22 = N22
0=a4 (C.16)
M23 = N23
02 + 063 + 64
- pecado f = b4 (017)
M24 = N24
0=c4 (C.18)
M25 = N25
a3 cos (62 + 63) + a2 cos 62 = x4 (C.19)
M26 = N26
-d4 =y4 (C.20)
M27 = N27
a3 sen (62 + 63) + a2 sen 62 = z4 (C.21)
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Apéndice D

Lista de tablas y figuras
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Lista de tablas
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